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Prefacio a la primera edicién

Este texto estd destinado para un curso de un semestre o para dos cur-
sos trimestrales de introduccién a la teorfa de la probabilidad y algunas
de sus aplicaciones. El prerrequisito es un afio de cilculo diferencial e
integral. No se supone conocimiento previo de probabilidad o estadisti-
ca. En la Washington State University, ¢l curso para ¢l cual se desarrollé
este texto ha sido impartido durante varios afios, principalmente a es-
tudiantes que se especializardn en ingenierfa o en ciencias naturales. La
mayoria de cllos sélo pueden dedicar un semestre al estudio de esta ma-
teria. Sin embargo, como ya estin familiarizados con ¢l cdlculo, pueden
empezar dicho estudio mds alld del nivel estrictamente elemental.

Muchos temas matemdticos pueden presentarse en diversos grados
de dificultad, y esto es especialmente en probabilidad. En este texto
se pretende aprovechar la ventaja que suponen los conocimientos ma-
tematicos del lector, sin sobrepasarlos. En él sc usa un lenguaje mate-
madtico preciso, pero se tiene cuidad’o de no profundizar demasiado en
detalles matemdticos innecesarios. Lste no es ciertamente un “libro de
cocina”. Aunque se prescntan y exponen varios conceptos de manera
informal, las definiciones y los tcoremas se enuncian con cuidado. Si
no es posible o deseable la demostracién detallada de un teorema, al
menos se da un bosquejo de las idecas mds importantes. Una de las ca-
racteristicas distintivas de este texto son las “Observaciones” que siguen
a la mayoria de los tcoremas y definiciones; en cllas, ¢l resultado par-
ticular o ¢l concepto presentado se examinan desde un punto de vista
Intuitivo

Dcbido a la restriccién autoimpuesta de escribir un texto relativamen-
te breve sobre una materia que abarca una extensa area, hubo necesidad
de hacer una scleccién para incluir o excluir ciertos temas. Parece ser
que no hay manera obvia de resolver este problema. Ciertamente, no
sostengo que para algunos de los temas excluidos no se podria haber
encontrado sitio, ni pretendo que no haya alguna parte que se pudiera
haber omitido. Sin embargo, en gran parte sc ha hecho hincapié en las
nociones fundamentales, presentdndolas con detalle considerable. Sélo
el capltulo 11, sobre confiabilidad, pucde considerarse “articulo de lu-

; pero, aun aqui, creo que las nociones asociadas con problemas de
conﬁabxhdad son de interés para muchas personas. Ademds, los con-
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ceptos de confiabilidad son un medio excelente para ilustrar muchas de
las ideas presentadas antes que ellos en el libro.

Aun si se piensa que la extension ha sido limitada por el tiempo dis-
ponible, se ha logrado una sclecciéon amplia y razonable de temas. Una
ojcada al indice general muestra de manera evidente que unas tres cuar-
tas partes del texto trata de temas probabilisticos, mientras la cuarta
parte restante estd dedicada a una exposicién de inferencia estadisti-
ca. Aunque no hay nada dc extraordinario en esta divisién particular
del énfasis entre probabilidad y estadistica, creo que un conocimiento
profundo de los principios bdsicos de la probabilidad ¢s imperativo pa-
ra una comprensiéon adecuada de los métodos estadisticos. Idealmente,
a un curso en probabilidad deberfa seguir otro en teorfa estadistica y
metodologia; sin embargo, como se indicé antes, la mayoria de los es-
tudiantes que toman este curso no ticnen ticmpo para dos semestres de
exposicién de estas materias y, por tanto, me scenti obligado a exponer
al menos algunos de los aspectos mas importantes en el drea general de
la inferencia estadistica.

El éxito potencial de una presentacién particular de la materia no de-
beria juzgarse solamente en [uncién de las ideas especificas aprendidas
y de las técnicas especificas adquiridas; el juicio final también debe tener
en cuenta si ¢l estudiante estd bien preparado para continuar estudian-
do el tema ya sca por simismo o por medio de un curso formal adicional.
Si se considera que este criterio es importante, se hace evidente que de-
biera insistirse en los conceptos basicos y en las técnicas fundamentales,
rclegando al mismo tiempo los métodos y temas muy especializados a
un papel seccundario. Esto también resulté ser un factor importante en
la decisién sobre los temas por incluir.

Es dificil exagerar la importancia de la teoria de la probabilidad. El
modeclo matematico apropiado para cl estudio de un gran ntimero de fe-
némenos observables es probabilistico en vez de determinista. Ademds,
el tema completo de la inferencia estadistica estd basado en considera-
ciones probabilisticas. L.as técnicas estadisticas se cuentan entre algunas
de las herramientas mas importantes de cientificos e ingenieros. Para
poder utilizar esas técnicas inteligentemente se requiere una profunda
comprensién de los conceptos probabilisticos.

Se espera que, ademds de familiarizarse con muchos métodos y con-
ceptos especificos el lector desarrolle cierto criterio: pensar probabilisti-
camente sustituyendo preguntas tales como: “¢Durante cudnto tiempo
funcionard este mecanismo?” por “¢Cudl es la probabilidad de que este
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mecanismo funcione durante mas de cien horas?”. En muchas situa-
ciones, la segunda pregunta puede no sélo ser la mds atinada sino, de
hecho, la tnica pertinente.

Como es ya tradicional, muchos de los conceptos importantes de
la probabilidad se han ilustrado con la ayuda de varios “juegos de
azar”: lanzar monedas o dados, sacar cartas de una baraja, hacer girar
una ruleta, etc. Aunque no he evitado por completo referirme a tales
juegos, porque sirven para ilustrar bien nociones bdsicas, he intentado
poner en contacto al estudiante con ilustraciones mds pertinentes de las
aplicaciones de la probabilidad: la emisién de particulas « de una fuente
radiactiva, muestreo de lote, la duracién de mstrumentos electrénicos
y los problemas asociados de mecanismos y confiabilidad del sistema,
etcétera.

Estoy reacio a mencionar una de las caracteristicas mds obvias en
cualquier texto de matematicas: los problemas; y, sin embargo, es
posible que valga la pena seflalar que trabajar con problemas debe
considerarse parte integrante del curso. S6lo mediante el acto personal
de plantear y resolver los ejercicios, es como el estudiante tendrd la
posibilidad de desarrollar una comprensién y apreciacién de las ideas,
asi como familiarizarse con las técnicas pertinentes. Es por eso que en el
libro se incluyen mas de 330 problemas vy, al final del texto, figuran las
respuestas a mas de la mitad de ellos. Ademis de los problemas para el
lector, hay muchos ejemplos resueltos en diferentes partes a lo largo del
libro.

Este libro se ha escrito en forma bastante consecutiva: la comprensién
de la mayoria de los capitulos requiere familiaridad con los anteriores;
sin embargo, es posible tratar superficialmente los capitulos 10y 11 sise
estd interesado, en particular, en dedicar més tiempo a las aplicaciones
estadisticas examinadas en los capitulos 13 a 15.

Como debe suceder a quienquiera que escribe un texto, debo estar
agradecido a muchas personas: a mis colegas, por muchas conversacio-
nes estimulantes y ttiles; a mis propios profesores, por el conocimiento
del tema y su interés en él; a los revisores de las primeras versiones
del manuscrito, por sus muchas sugerencias y criticas ttiles; a Addison—
Wesley Publishing Company, por su gran ayuda y cooperacién desde
las primeras etapas de este proyecto hasta su finalizacién; a la sefiorita
Carol Sloan, por ser una mecanégrafa muy eficiente y activa; a D. Van
Nostrand, Inc., The Free Press, Inc. y Macmillan Publishing Company,
por su autorizacién para reproducir las tablas 3, 6 y 1 del apéndice, res-
pectivamente; a McGraw-11ill Book Company, Inc., Oxford University
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Press, Inc., Pergamon Press, Ltd. y Prentice-IHall, Inc., por su autoriza-
cién para incluir ciertos ejemplos en el texto; y, finalmente, a mi esposa,
no sélo por la paciencia que mostré durante mi labor, sino también por
“dejarme” y llevarse a nuestros dos hijos a visitar a sus abuelos duran-
te dos cruciales meses de verano, en los cuales pude convertir nuestro
hogar en un taller desordenado pero tranquilo, del cual emergié mila-
grosamente, al fin, la Gltima versién de este libro.

Pullman, Washington PauL L. MEYER
Abril, 1965




Prefacio a la segunda edicién

En vista del considerable nimero de comentarios favorables que he re-
cibido durante los dGltimos afios tanto de estudiantes como de profeso-
res que han utilizado la primera edicién de este libro, se han hecho en
él relativamente pocos cambios. Con el uso repetido del texto he en-
contrado que su organizacién bdsica y el nivel general de presentacién
(como la mezcla de argumentos matemadticos rigurosos con presentacio-
nes y ejemplos mas informales) son los mds apropiados para el tipo de
estudiante que toma este curso.

Sin embargo, se han hecho varios cambios y adiciones. En primer
lugar se hizo un esfuerzo para eliminar varias erratas de imprenta y
otros errores que aparecieron en la primera edicién. El autor estd muy
agradecido a los numerosos lectores que no sélo descubrieron algunos
de ellos, sino que se interesaron lo suficiente como para indicdrmelos.

En segundo lugar se intenté hacer mas claras las relaciones entre
varias distribuciones de probabilidades, de modo que el estudiante
pueda comprender mejor c6mo usar varios modelos probabilisticos para
aproximarlos entre si.

Finalmente, se han anadido nuevos problemas a la ya larga lista
incluida en la primera edicién.

El autor desea agradecer nuevamente a Addison-Wesley su coopera-
cién en todos los aspectos que condujeron a esta nueva edicién.

Pullman, Washington P. L. M.
Diciembre, 1969
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1.1 Modelos matemdticos

En este capitulo se tratard el tipo de fenémeno del que nos ocuparemos
en este libro. Ademds, formularemos un modelo matemadtico que nos
servird para investigar este fenémeno en forma bastante precisa.

Al principio es muy importante distinguir entre el fenémeno ob-
servable en si mismo y el modelo matemdtico para dicho fenémeno.
Evidentemente, no influimos de manera alguna sobre lo que observa-
mos; sin embargo, al elegir un modelo, si podemos aplicar nuestro jui-
cio critico. Esto ha sido muy bien expresado por el profesor J. Neyman,
quien escribié:*

“Cada vez que utilizamos las matemadticas con el objeto de estudiar fe-
némenos observables es indispensable empezar por construir un modelo
matemdtico (determinista o probabilistico) para estos fenémenos. Necesa-
riamente, este modelo debe simplificar las cosas y permitir la omisién de

* University of California Publications in Statistics, Vol. 1, University of California
Press, 1954.
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ciertos detalles. El éxito del modelo depende de si los detalles que se omitie-
ron tienen o no importancia en el desarrollo de los fenémenos estudiados.
La solucién del problema matemitico puede ser correcta y aun asf estar en
desacuerdo con los datos observados, debido sencillamente a que no estaba
probadala validez de las suposiciones bdsicas que se hicieron. Normalmente
es bastante dificil afirmar con certeza si un modelo matemdtico es adecuado
o no, antes de obtener algunos datos, mediante la observacién. Para verificar
la validez del modelo, debemos deducir un cierto niimero de consecuencias
del mismo y luego comparar con las observaciones esos resultados predichos.”

Debemos tener presentes las ideas anteriores al considerar algunos
fenémenos obtenidos en la observacién y los modelos apropiados para
su descripcién. Examinemos primero lo que podria llamarse adecua-
damente un modelo determinista. As{ designamos al modelo que estipula
que las condiciones en las que se verifica un experimento determinan
el resultado del mismo. Por ejemplo, si colocamos una bateria en un
circuito simple, ¢l modelo matemadtico que posiblemente describiria el
flujo observable de corriente serfa I = E/R, que es la ley de Ohm. El
modclo predice el valor de I tan pronto se dan F y R. En otras pa-
labras, si se repitiese el experimento anterior cierto nimero de veces,
empleando cada vez el mismo circuito (esto es, manteniendo fijas E y
R), posiblemente hubiéramos esperado observar el mismo valor de I.
Cualquier desviacién que pudiese ocurrir seria tan pequena que la ma-
yor parte de los objetivos de la descripcién anterior (que es el modelo)
se camplirian. La realidad es que la bateria, el alambre y el amperime-
tro utilizados para gencrar y medir la corriente y nuestra destreza para
usar los instrumentos de medicién determinan el resultado de cada re-
peticién. (Iay ciertos factores que muy bien pueden ser distintos de
repeticién en repeticién y que, sin embargo, no afectardn cl resultado
de manera notable. Por ¢jemplo, se puede considerar con razén que
la temperatura y la humedad cn el laboratorio, o bien la altura de la
persona que lee el amperimetro, no tienen influencia en el resultado.)

ITay muchos e¢jemplos de “experimentos” en la naturaleza para los
cuales los modelos deterministas son apropiados. Por ejemplo, las
leyes gravitacionales describen con precisién lo que sucede a un cuerpo
que cac en ciertas condiciones. Las leyes de Kepler nos indican el
comportamicnto de los planetas. En cada caso, el modelo sefiala que las
condiciones en las cuales se verifican ciertos fenémenos determinan cl
ralor de ciertas variables observables: la magnitud de la velocidad, el drea
recorrida durante cierto periodo de tiempo, etc. Estas cifras aparecen
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en muchas de las férmulas con las cuales estamos familiarizados. Por
ejemplo, sabemos que en ciertas condiciones, la distancia recorrida
(verticalmente sobre el suelo) por un objeto esta dada por: s = —16¢2 +
vot, donde vy es la velocidad inicial y ¢ es el tiempo empleado. Lo que
queremos destacar no es la forma particular de la ecuacién anterior (que
es cuadrdtica), sino el hecho de que hay una relacién definida entre ¢ y
s que determina univocamente la cantidad del primer miembro de la
ecuacioén, si se dan las del segundo miembro.

En muchos casos el modelo matematico determinista antes descrito es
suficiente. Sin embargo, hay también muchos fenémenos que necesitan
un modelo matematico distinto para su investigacién. Esos son los que
llamaremos modelos no deterministas o probabilisticos. (Otro término muy
usado es modelo estocdstico.) Mas adelante, en este capitulo considera-
remos en forma muy precisa cémo se pueden describir tales modelos
probabilisticos. De momento consideraremos unos cuantos ejemplos.

Supongamos que tenemos un pedazo de matcrial radiactivo que emi-
te particulas a. Con la ayuda de un dispositivo para medir podriamos
registrar el nimero de particulas emitidas durante un determinado in-
tervalo de tiempo. Es evidente que no podemos predecir exactamente
cl nimero de particulas emitidas, aunque sepamos la forma exacta, la
dimensién, la composicién quimica y la masa del objeto que se consi-
dera. Asf no parece haber un modelo determinista razonable que nos
indique el nimero de particulas emitidas, digamos n, como una fun-
cién de varias caracteristicas propias de la fuente de radiactividad. En
su lugar, debemos considerar un modelo probabilistico.

A manera de otro ejemplo, consideraremos la siguiente situacién me-
teorolégica. Deseamos determinar cudnta lluvia caerd debido a una tor-
menta que pasa por una zona especifica. Los instrumentos para regis-
trar la cantidad de lluvia estdn listos. Las observaciones meteorolégi-
cas pueden darnos informacién considerable sobre la tormenta que se
aproxima: la presién barométrica en diversos puntos, los cambios de
presién, la velocidad del viento, el origen y la direccién de la tormenta,
asi como otros datos tomados a gran altura. Pero como esta informa-
cién tan valiosa es para predecir de modo muy general la forma de la
precipitacién (débil, regular, intensa), sencillamente no permite saber
con mucha exactitud cudnia lluvia caerd. De nuevo, estamos conside-
rando un fenémeno que por si mismo no se presta a un tratamiento
determinista. Un modelo probabilistico describe la situacién con mayor
exactitud.
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En principio podriamos indicar cudnta Iluvia cayé, si la teoria se
hubiera desarrollado (lo que no se hizo). Por lo tanto, usamos un
modelo probabilistico. En el ejemplo relacionado con la desintegracién
radiactiva, debemos usar un modelo probabilistico aun en principio.

A riesgo de adelantarnos a discutir un concepto que se definird mas
tarde, indiquemos simplemente que en un modelo determinista se supo-
ne que el resultado real (sea numérico o de otra especie) estd definido
por las condiciones en las cuales se efectia el experimento o procedi-
miento. En un modelo no determinista, sin embargo, las condiciones
experimentales sélo determinan el comportamiento probabilistico (mas
especificamente, la distribucién probabilistica) de los resultados obser-
vables.

En otras palabras, en un modelo determinista, utilizamos “considera-
ciones especificas” para predecir el resultado, mientras que en un mo-
delo probabilistico usamos la misma clase de consideraciones que para
especificar una distribucién de probabilidades.

1.2 Introduccion a los conjuntos

Con el fin de discutir los conceptos basicos del modelo probabilistico que
deseamos desarrollar, serd muy conveniente tener presentes algunas
ideas y conceptos de la teorfa matemdtica de conjuntos. Este tema es
muy extenso y se ha escrito mucho acerca de él. Sin embargo, aqui s6lo
necesitaremos algunas nociones bdsicas.

Un conjunto es una coleccién de objetos. Comtnmente los conjuntos
se designan con letras mayiisculas A, B, etc. Para describir qué objetos
estan contenidos en el conjunto A, se dispone de tres métodos.

a) Podemos anotar los elementos de A. Por ejemplo, A = {1,2, 3,4}
indica el conjunto que contiene los enteros positivos 1, 2, 3 y 4.

b) Podemos describir al conjunto A con palabras. Por ejemplo,
podriamos decir que A estd formado por todos los nimeros reales entre
0y 1, inclusive.

¢) Para describir el conjunto anterior, simplemente escribimos
A ={2]0 <z <1}; es decir, A es el conjunto de todas las z, don-
de z es un nidmero real comprendido entre 0 y 1, inclusive.

Los objetos que forman la coleccién del conjunto A se llaman miembros
o elementos de A. Cuando “a” es un elemento de A escribimosa € Ay
cuando “a” no es un elemento de A escribimos a € A.

Hay dos conjuntos especiales que a menudo son de interés. En la
mayor parte de los problemas estamos interesados en el estudio de un
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conjunto definido de objetos, y no de otros; por ejemplo, en todos los
nimeros reales, en todos los articulos que salen de una linea de produc-
cién durante un periodo de 24 horas, etc. Definimos el conjunto universal
como el conjunto de todos los objetos que se consideran. Normalmente
este conjunto se designa con U.

Otro conjunto que se debe destacar de manera especial puede apa-
recer como sigue. Supongamos que se describe el conjunto A como
el conjunto de todos los niimeros reales  que satisfacen la ecuacién
¢? + 1 = 0. Evidentemente sabemos que no pueden existir tales nime-
ros. iEl conjunto A no contiene ningiin elemento! Esta situacién ocurre
tan a menudo que justifica la introduccién de un nombre especial para
tal conjunto. Por lo tanto, definimos el conjunto nulo o vacio como el
conjunto que no contiene elementos. En general, este conjunto se de-
signa con 0.

Puede suceder que cuando se consideran dos conjuntos A y B, ser
miembro de A implica ser un elemento de B. En tal caso se dice que
A es un subconjunto de B y se escribe A C B. Se da una interpretacién
semejante a B C A. Decimos que dos conjuntos son el mismo A = B, si
ysélosi A C By B C A. Esto es, dos conjuntos son iguales si y s6lo si
contienen los mismos elementos.

Las dos propiedades siguientes del conjunto nulo y del conjunto
universal son inmediatas.

a) Para cualquier conjunto A, se tiene § C A.

b) Una vez que se ha acordado el conjunto universal, entonces para
cualquier conjunto A considerado que estd en U, tenemos A C U.

EJEMPLO 1.1. Suponga que U = todos los niimeros reales, 4 =
{2 | 224+22-3=0},B={z| (z-2)(*+2e-3) =0}y
C={z|z=-3,1,2}. Entonces AC By B =C.

Ahora consideremos la importante idea de combinar conjuntos dados
con el fin de formar un nuevo conjunto. Se consideran dos operaciones
béasicas. Estas son paralelas, en ciertos aspectos, a las operaciones de
suma y multiplicacién de ndmeros. Supongamos que A y B son dos
conjuntos. Definamos C como la unién de A y B (algunas veces llamada
la suma de A y de B) de la manera siguiente:

C={z|2€Aoxec B (oambos)}.
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Esto lo escribimos asi: C' = AU B. Asi, C esta formada por todos los
elementos que estin en A4, o en B, o en ambos.

Definimos D como la interseccion de A y B (algunas veces designado
como el producto de A y B) como sigue:

D={z|z€ Ayze€ B}

Escribamos esto como D = AN B. Es asi como D posee todos los
elementos que estdn en Ay en B.

Finalmente presentamos la idea del complemento de un conjunto A
como sigue: el conjunto designado por A, formado por todos los ele-
mentos que 7o estin en A (sino en el conjunto universal U) se llama el
complemento de A. Esto es, A° = {z | z ¢ A}.

Se puede usar con mucha ventaja un recurso grifico conocido como
diagrama de Venn cuando se combinan conjuntos de la manera antes
indicada. En cada uno de los diagramas de la figura 1.1, la regién
sombreada representa el conjunto considerado.

AuB AnB

FIGURA 1.1

EyeMpPLO 1.2. Supéngase que U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; 4 =
{1,2,3,4}, B = {3,4,5,6}. Hallamos que A° = {5,6,7,8,9,10}, AUB =
{1,2,3,4,5,6} y AN B = {3,4}. Nétese que al describir un conjunto (tal
como A U B) anotamos cada elemento exactamente una vez.

Las operaciones anteriores de unién e interseccién definidas justa-
mente para dos conjuntos pueden extenderse de una manera obvia pa-
ra cualquier nimero finito de conjuntos. Asi definimos AU BUC como
AU(BUC)o (AU B)UC, que es el mismo, como facilmente se puede
verificar. De igual manera, definimos AN BN C como AN (BNC)o
(AN B)NC que también puede verificarse que son iguales. Y es evidente
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que podemos continuar esas construcciones de conjuntos nuevos para
cualquier nimero finito de conjuntos dados.

Afirmibamos que ciertos conjuntos eran lo mismo, por ejemplo 4 N
(BNC)y(An B)nC. Resulta que hay varios conjuntos equivalentes,
algunos de los cuales se indican mas adelante. Si recordamos que dos
conjuntos son iguales siempre que contengan los mismos elementos, es
facil verificar que los enunciados establecidos son verdaderos. El lector
debe convencerse por si mismo con ayuda de los diagramas de Venn.

a) AUB =BUA, b)) ANB=BnNA,

¢) AU(BUC)=(AUB)UC, d) An(BNC)=(AnB)NC. (1D

Nos referimos a a) y b) como las propiedades conmutativas, y a ¢) y d)
como las propiedades asociativas.

Hay otros conjuntos idénticos que contienen unién, interseccién y com-
plementacién. Los mds importantes se indican a continuacién. En cada
caso, su validez puede verificarse con ayuda de un diagrama de Venn.

) AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
f An(BUC)=(ANB)U(ANC),

g) And =0, . (12)
k) AUD = A, i) (AU B)¢ = A°n B°,
7)) (AnB)° = A°U B, k) (A9)° = A.

Observamos que g) y k) indican que @ se comporta entre los conjuntos
(respecto a las operaciones U e N) como lo hace el nimero cero entre
nimeros (respecto a las operaciones de suma y multiplicacién).

Para lo que sigue se necesita una construccién adicional de un con-
junto, dados dos (o mds) conjuntos.

Definicién. Sean Ay B dos conjuntos. Indicaremos como el producto
cartesiano de A 'y B, escrito como A X B, al conjunto {(a,b),a €
A,b € B}, esto es, el conjunto de todos los pares ordenados, donde
el primer elemento se toma de A y el segundo de B.

EJEMPLO 1.3. Sea A = {1,2,3}; B = {1,2,3,4}.

Entonces, A x B = {(1,1),(1,2),...,(1,4),(2,1),...,(2,4),(3,1),
(3,4

Observacion: En general, A x B # B x A.
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La nocién anterior puede extenderse como sigue: si Ay,..., Ap son
conjuntos, entonces Ay X Ay X - -+ X Ap = {(ay,a2,...,ax),a; € A;} esto
es, el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas.

Un caso especialmente importante aparece cuando tomamos el pro-
ducto cartesiano de un conjunto consigo mismo, esto es, A X A o
Ax Ax A. Ejemplos asf aparecen cuando nos relacionamos con el plano
euclidiano, B x R, donde R es el conjunto de todos los niimeros reales
y el espacio cuclidiano tridimensional se representa como R x R x R.

El niimero de elementos en un conjunto nos serd de mucha utilidad. Si
hay un niimero finito de elementos en A, digamos ay, as, ..., an decimos
que A es finito. Sihay un nimero infinito de elementos en A que pueden
ponerse en una correspondencia uno—a-uno con los enteros positivos, de-
cimos que A es infinito contable o infinito numerable. (Se puede demostrar,
por ejemplo, que el conjunto de todos los niimeros racionales es infinito
contable.) Finalmente debemos considerar el caso de un conjunto infi-
nito no numerable. Tales conjuntos contienen un nimero infinito de
clementos que no pueden ser enumerados. Se puede demostrar, por
ejemplo, que para dos niimeros reales cualesquiera b > a, el conjunto

= {z | a < z < b} tiene un ntmero no numerable de elementos.
Puesto que debemos asociar con cada nimero real un punto sobre la
recta de los nameros reales, lo anterior expresa que cualquier intervalo
(no degenerado) contiene més de un nimero contable de puntos.

Los conceptos antes mencionados, aunque representan sélo un breve
bosquejo de la teorfa de conjuntos, son suficientes para nuestro propési-
to: describir con rigor y precisién considerables las ideas basicas de la
tcorfa de la probabilidad.

1.3 Ejemplos de experimentos no deterministas

Estamos ahora listos para discutir lo que entendemos por experimento
“aleatorio” o “no determinista”. (M4s precisamente, daremos ejemplos
de fenémenos para los cuales los modelos no deterministas son apro-
piados. Esta es una distincién que el lector deberd mantener presente.
Asf nos referiremos frecuentemente a experimentos no deterministas o
aleatorios, cuando de hecho estamos hablando de un modelo no deter-
minista para un experimento.) No pretenderemos dar una definicién
precisa de diccionario para este concepto. En su lugar, daremos nume-
rosos ejemplos que la ilustran.

Fq: Selanza un dado y se observa el niimero que aparece en la cara
SUpcrior.
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Ejemplos de experimentos no deterministas 9

Sc lanza una moneda cuatro veces y se cuenta el nimero total
de caras obtenidas.

Se lanza una moneda cuatro veces y se observa la sucesién de
caras y sellos obtenidos.

Sc fabrican articulos en una linea de produccién y sc cuenta el
ntmero de articulos defectuosos producidos en un periodo de
24 horas.

El ala de un acroplano se arma con un gran nimero de rema-
ches. Sc cuenta el ntimero de remaches defectuosos.

Se fabrica una bombilla. Luego se prueba su duracién conec-
tdndola en un portaldmparas y se anota ¢l tiempo transcurrido
(en horas) hasta quc sc quema.

En un lote de 10 articulos hay 3 defectuosos. Se elige un articulo
después de otro (sin sustituir cl articulo clegido) hasta que se
obticne cl Gltimo articulo defectuoso. Se cuenta el ndmero total
de articulos sacados del lote.

Se fabrican articulos hasta producir 10 no defectuosos. Se
cuenta el namero total de articulos manufacturados.

Se lanza un proyectil. Después de un tiempo determinado ¢, se
anotan los tres componentes de la velocidad vz, vy y vz.

Se observa un proyectil recién lanzado en tiempos, t1,t9, ..., tn.
En cada oportunidad se anota la altura del proyectil sobre el
suclo.

Medir la resistencia a la tensién de una barra de acero.

De una urna que conticne sélo esferas negras, se escoge una
esfera y se anota su color.

Un termégrafo marca la temperatura continuamente en un
periodo de 24 horas. Enunsitio y en una fecha sefialados, “leer”
dicho termdégrafo.

En la situacién descrita en I713 se anotan las temperaturas mini-
ma y maxima, z y y del periodo de 24 horas considerado.

{Qué denen en comn los experimentos anteriores? Los siguientes
aspectos son importantes para nucstra descripcion de un experimento
aleatorio.

a) Es posible repetir cada experimento en forma indefinida sin cam-
biar esencialmente las condiciones.

b) Aunquc en gencral no podemos indicar cudl serd un resultado
particular, podemos describir el conjunto de todos los resultados posibles
del experimento.
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¢) Amedida que el experimento se repite, los resultados individuales
parecen ocurrir en forma caprichosa. Sin embargo, como el experi-
mento se repite un gran nimero de veces, aparece un patrén definido
o regularidad. Esta regularidad hace posible la construccién de un mo-
delo matemdtico preciso con el cual analizamos el experimento. Mis
adelante abundaremos sobre la naturaleza e importancia de esta regu-
laridad. Por el momento, el lector sélo necesita pensar en lanzamientos
repetidos de una moneda regular. Aunque las caras y sellos aparece-
ran sucesivamente de manera casi arbitraria, es bien conocido el hecho
empirico de que, después de un gran nimero de lanzamientos, la pro-
porcién de caras y sellos serd aproximadamente igual.

Debe notarse que todos los experimentos antes descritos satisfacen
estas caracteristicas generales. (Por supuesto, la tltima caracteristica
mencionada solamente se puede verificar por experimentacién; deja-
remos a la intuicién del lector creer que si el experimento se repitiese
un gran nimero de veces, la regularidad mencionada seria evidente.
Por ejemplo, si se probase un niimero de bombillas del mismo fabrican-
te, posiblemente el niimero de bombillas quemadas, digamos en mds de
100 horas, podria ser predicha con bastante exactitud.) Nétese que el
experimento Fy; tiene la peculiaridad de que sélo es posible un resul-
tado. En general, tales experimentos no seran de interés, por el hecho
de que no sabemos qué resultado particular ocurrira cuando se realice
un cxperimento y que lo hace interesante para nosotros.

Observacion: Al describir los diversos experimentos, hemos especificado no
s6lo el procedimiento que se realiza, sino también lo que estamos interesados
en observar (ver, por ejemplo, la diferencia entre Ey y E3. Este es un punto
muy importante al cual nos referiremos mds adelante cuando estudiemos las
variables aleatorias. Por el momento, observemos simplemente que, como una
consecuencia de un solo procedimiento experimental o la ocurrencia de un
solo fenémeno, se pudieron calcular varios valores numéricos diferentes. Por
ejemplo, si se elige una persona entre un gran grupo (y la eleccién propiamente
dicha se hace segiin ¢l procedimicnto experimental antes indicado), podriamos
estar interesados en la aitura, peso, ingreso anual, nimero de hijos, etc., de la
persona. Naturalinente, en la mayoria de los casos sabemos, antes de comenzar
nuestro experimento, las caracteristicas numéricas que nos interesan.

1.4 El espacio muestral

Definicién. Con cada experimento ¢ del tipo que consideramos,
definimos el espacio muestral como el conjunto de todos los resulta-
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dos posibles de . Usualmente designamos este conjunto como S.
(En nuestro contexto, S representa el conjunto universal descrito
previamente.)

Consideremos cada uno de los experimentos anteriores y describa-
mos el espacio muestral de cada uno. El espacio muestral S; se referird
al experimento E;.

Sy:
So:
S3:
Sy:

Sy

{1,2,3,4,5,6}.

{0,1,2,3,4}.

{Todas las sucesiones posibles de la forma a1, a,a3,a4 donde
cada a; = C o S segln si aparece cara o sello en el i-ésimo
lanzamiento}.

{0,1,2,...,N}, donde N es el nimero maximo que se pudo
producir en 24 horas.

{0,1,2,..., M}, donde M es el niimero de remaches instalados.
{tit>0}.

{3,4,5,6,7,8,9,10Y.

{10,11,12,...}.

{vz,vy,vz,| vz, vy, v, NGmeros reales}.

Riyeshn | Ry > 0,i=1,2,...,n}.

{§]S >0}

{esfera negra}.

Este espacio muestral es el mas importante de los que aqui consi-
deramos. Practicamente debemos suponer que la temperatura
en ciertalocalidad especifica nunca puede subir o bajar con rela-
cién a ciertos valores, digamos M y m. Fuera de esta restriccién,
debemos admitir la posibilidad de que aparezca cualquier grafi-
ca con determinadas caracterfsticas. Es posible que ésta no tenga
saltos (esto es, representard una funcién continua). Ademads, la
gréafica tendra ciertas caracteristicas de suavidad que pueden re-
sumirse en forma matemadtica al decir que la grafica representa
una funcién diferenciable. Asi, finalmente podemos enunciar
que el espacio muestral es

{f | f una funcién diferenciable, que satisface m < f(t) < M, para toda t}.

514:

{(z,y) | m < z < y < M}. Es decir, S14 consta de todos
los puntos que estdn sobre y en un tridngulo en el plano bi-
dimensional z, y.
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(En este libro no nos preocuparcemos por los espacios mucestrales de la
complejidad encontrada en S73. Sin embargo, tales espacios muestrales
aparecen, pero para su estudio s¢ necesitan matemadticas mas avanzadas
que las que presuponemos.)

A fin de describir un espacio muestral asociado con un experimento,
debemos tener una idea muy clara de lo que medimos u observamos.
Por tanto, deberfamos hablar de “un” espacio muestral asociado con un
experimento en vez de “cl” espacio muestral. A este respecto obsérvese
la diferencia entre S5 y Sj.

Nétese también que ¢l resultado de un experimento no necesita ser
un namero. Por cjemplo, en I'3 cada resultado es una sucesién de caras
y sellos. En Iy y £y cada resultado consiste en un vector; mientras que
en Fyg es una funcion.

Serd importante analizar de nuevo ¢l namero de resultados en un
espacio mucstral. Surgen tres posibilidades: ¢l espacio muestral puede
ser finito, infinito numerable o infinito no numerable. Refiriéndose a los
ejemplos anteriores, notemos que Sy, S, S3, 54, S5,.57 y S12 son finitos,
Sg es infinito numerable, y Sg, S9, Si9,.511, 513 y S14 son infinitos no
numerables.

En este punto podria ser til comentar la diferencia entre un espa-
cio muestral matemdticamente “idealizado” y uno realizable de manera
experimental. Para este propésito, consideramos el experimento Fg y
su espacio muestral asociado Sg. s evidente que cuando anotamos el
tiempo total ¢ durante ¢l cual funciona una bombilla, somos “victimas”
de la precision de nuestros instrumentos de medicién. Supongamos que
tenemos un instrumento que es capaz de marcar el tiempo con dos cifras
decimales, por ejemplo 16:43 horas. Con esta restriccién impuesta nues-
tro espacio muestral llega a ser infinito numerable: {0.0,0.01,0.02,... }.
Aun mds, es muy realista suponer que ninguna bombilla puede durar
posiblemente mas de H horas, donde /1 podria ser un ndmero muy
grande. Asi, parece que si somos complctamente realistas en la descrip-
cién de este espacio muecstral, estamos considerando un espacio mues-
tral finito: {0.0,0.01,0.02,..., H}. El nimecro total de resultados serfa
(I1/0.01)+ 1, que serfa un ntimero muy grande si /I es moderadamente
grande, por ejemplo, I = 100. Resultarfa matemadticamente mds sim-
ple y conveniente suponer que fodos los valores de t > 0 son resultados
posibles y, por tanto, considerar ¢l espacio muestral Sg como se definié
en principio.
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En virtud de los comentarios anteriores, varios de los espacios mues-
trales descritos son ideales. En todas las situaciones subsiguientes, el
espacio muestral considerado serd el que resulte mas conveniente en
términos matemdticos. En la mayoria de los problemas no habrd mu-
chas dudas en cuanto a la eleccién apropiada del espacio muestral.

1.5 Eventos

Otra nocién bisica es el concepto de un evento. Un evento A (respecto
a un espacio muestral particular S asociado con un experimento ¢) es
simplemente un conjunto de resultados posibles. En la terminologia de
conjuntos, un evento es un subconjunto del espacio muestral S. En vista
de nuestra exposicién previa, esto significa que S mismo es un evento
y también lo es el conjunto vacio @. Cualquier resultado individual
también puede considerarse como un evento.

Los siguientes son ejemplos de eventos. Otra vez nos referimos a los
experimentos antes anotados: A; se referird a un evento asociado con
el experimento E;.

A1: Un ntmero par ocurre; esto es, Ay = {2,4,6}.

Ag: {2}; es decir, ocurren dos caras.

As: {CCcCcC,CCCs,CcCSC,CS8CC,SCCC}; es decir, salen mds ca-
ras que sellos.

Ay: {0}; es decir, todos los articulos fueron no defectuosos.

As: {3,4,...,M}; es decir, mis de dos remaches fueron defectuosos.

Ag: {t | t < 3}; es decir, la bombilla se quema en menos de tres
horas.

Aa: {(z,y) | y = = + 20}; es decir, el maximo es 20° mayor que el
minimo.

Cuando el espacio muestral S es finito o infinito numerable, todo
subconjunto se puede considerar como un evento. [Es un ejercicio
ficil de verificar, y que haremos en breve, si S tiene n elementos, hay
exactamente 2" subconjuntos (eventos).] Sin embargo, si S es infinito
no numerable, aparece una dificultad teérica. Resulta que no cualquier
subconjunto concebible se puede considerar como un evento. Por
razones que escapan al nivel de esta presentacién, ciertos subconjuntos
“no admisibles” deben ser excluidos. Por fortuna, tales conjuntos no
admisibles en realidad no aparecen en las aplicaciones y, por tanto, no
nos interesardn aqui. En lo que sigue se supondra ticitamente que cada
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vez que mencionemos un evento serd de la clase que nos estd permitido
considerar.

Podemos usar ahora los diversos métodos para combinar conjuntos
(es decir, eventos) y obtener los nuevos conjuntos (es decir, cventos) que
presentamos con anterioridad.

a) St Ay B son eventos, AU B es el evento que ocurre siy sélo si A o
B (o ambos) ocurren.

b) St Ay B son eventos, AN B es cl evento que ocurre siy sélosi Ay
B ocurren.

¢) Si A es un evento, A® es cl evento que ocurre siy sélo si A no ocurre.

d) Si Ay,...,Ap cs cualquier coleccién finita de eventos, entonces
Uiy 4; es cl evento que ocurre si y sélo si al menos uno de los eventos A;
ocurre.

e) Si Ay,...,An es cualquier coleccion finita de eventos, entonces
Ni—; A; es el evento que ocurre si y sélo si todos los eventos Ai ocurren.
f) Si Ay,..., An, ... es cualquier coleccién infinita (numerable) de

eventos, entonces U2, A; s el evento que ocurre si y sélo si al menos
uno de los eventos A; ocurre.

g) Si Aj,...,An,... es cualquicr coleccién infinita (numerable) de
cventos, entonces Ni2; A es ¢l evento que ocurre si y sélo si todos los
eventos A; ocurren.

h) Supdéngase que S representa el espacio muestral asociado con un
experimento ¢ y realizamos ¢ dos veces. Entonces S x S se puede utilizar
para representar todos los resultados de esas dos repeticiones. Es decir,
(s1,89) € S X S significa que s resulté cuando se realizé € la primera
vez y sy cuando se realizé ¢ la segunda vez.

i) Evidentemente, cl ejemplo h se puede generalizar. Consideremos n
repeticiones de un experimento ¢ cuyo espacio muestral es S. Entonces,
Sx S%x--x8={(s1,82,...,%),8 € S,7 = 1,...,n} representa el
conjunto dc todos los resultados posibles cuando ¢ se realiza n veces. En
cierto sentido, S X S X --- x .S es un espacio mucstral en si mismo, o sea
el espacio muestral asociado con n repeticiones de ¢.

Definicién. Sc dice que dos eventos, A y B son muluamente excluyentes
si no pueden ocurrir juntos. Expresamos esto escribiendo AN B =
@; es decir, la interseccién de A y B es el conjunto vacio.

EJEMPLO 1.4. Se prucba un artefacto clectrénico y se registra su
tiempo total de uso, digamos . Supongamos que el espacio muestral es
{t|t>0}. Sean A, By C tres eventos definidos como sigue:
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A={t]|t <100} B ={t]50 <t<200}; C = {t|t>150}.
Entonces,

AUB={t|t<200}; AnB={t/50<t<100};
BuC ={t|t>50}; BNnC={t|150<¢<200}; ANC =0
AUC ={t|t<1000t>150}; A°={t|t>100}; C° = {t]¢ < 150}.

Como se estudié en la seccién anterior, una de las caracteristicas
basicas del concepto de “experimento” es que no sabemos qué resultado
particular se obtendr4 al realizarlo. En otras palabras, si A es un evento
asociado con el experimento, no podemos indicar con certeza que A
ocurrird o no. Por lo tanto, llega a ser muy importante tratar de
asociar un ndmero con ¢l evento A que medird, de alguna manera, la
posibilidad de que el evento A ocurra. Esta tarea nos conduce a la teoria
de probabilidad.

1.6 Frecuencia relativa

Para motivar el planteamiento adoptado para la solucién del problema
anterior, consideremos el procedimiento siguiente. Supdngase que
repetimos n veces el experimento ¢ y sean A y B dos eventos asociados
con ¢. Sean ny y npg el nimero respectivo de veces quc el evento Ay el
evento B ocurricron en las n repeticiones.

Definicién. f4 = n4/nsellama frecuencia relativa del evento A en las
n repeticiones de ¢. La frecuencia relativa f4 tiene las siguientes
propicdades importantes, que son verificables ficilmente.

o< fa<l

2) fa = 1siysélosi A ocurre cada vez en las n repeticiones.

3) fa4 = 0siy sélo si A nunca ocurre en las n repeticiones.

4) Si Ay B son dos eventos que se excluyen mutuamente y si f4up
es la frecuencia relativa asociada al evento AU B, entonces faup =
fa+ 1B

5) fa, basada en las n repeticiones del experimento y considerada
para una funcién de n, “converge” en cierto sentido probabilistico
a P(A) cuando n — oo.
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Observacidn: La propiedad 5) obviamente estd indicada de manera vaga en
este momento. Sélo mas adclante (Sec. 12.2) podremos precisar mas esta idea.
Por ahora indiquemos simplemente que la propicdad 5) encierra la nocién
bastante intuitiva de que la frecuencia relativa con base en un nimero creciente
de observaciones tiende a “estabilizarse” en la proximidad de un valor definido.
Esto no es lo mismo que el concepto corriente de convergencia que se encuentra
en otra parte en matematicas. En realidad, como se indicé aqui, ésta no es del
todo una conclusién matemdtica, sino simplemente un hecho empirico.

La mayor parte de nosotros intuitivamente estamos conscientes de este fe-
némeno de estabilizacién, aunque puede ser que nunca lo hayamos verificado.
Hacerlo requiere una considerable cantidad de tiecmpo y paciencia, ya que se
necesita un gran niimero de repeticiones de un experimento. Sin embargo,
algunas veces podemos ser observadores inocentes de este fenémeno, como lo
ilustra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.5. Supdngase que estamos parados en una acera y nos
fijamos en dos losas de concreto adyacentes. Imaginemos que empieza
a llover de tal manera que realmente podemos distinguir unas gotas de
otras y les seguimos la pista para averiguar si caen en una losa o en otra.
Continuamos observando las gotas individuales y anotamos su punto de
impacto. Simbolizando la i-ésima gota por X;, donde X; = 1 si la gota
cae en una losa y 0 si cae en la otra, podriamos observar una sucesién tal
como1,1,0,1,0,0,0,1,0,0, 1. Ahora estd claro que no podemos pre-
decir dénde caerd la gota en particular. (Nuestro experimento consiste
en una especie de situacién meteorolégica que origina la caida de las
gotas de lluvia.) Si calculamos la frecuencia relativa del evento 4 = {la
gota cae en la losa 1}, entonces la sucesién anterior de resultados da
origen a las frecuencias rclatlvas si u1entes (con base en la observacién
de 1, 2,3, ...gotas): 1 1,2 T, % % %, 7 g g, TU —f, ... Esos valores mues-
tran un grado con51derable de variacién, especialmente al comienzo.
Intuitivamente es claro que si continuara en forma indefinida el expe-
rimento anterior, esas frecuencias relativas se estabilizarian préximas al
valor #. Porque tenemos toda la razén para creer que después de que
haya transcurrido cierto tiempo, las dos losas estarian igualmente mo-
jadas.

Esta propiedad de estabilidad de la frecuencia relativa es atin una no-
cién bastante intuitiva y sélo mds tarde podremos precisarla matemati-
camente. Lo importante de esta propiedad es que si un experimento se
realiza un gran ndmero de veces, la frecuencia relativa con que ocurre
un evento A tiende a variar cada vez menos a medida que el nimero de
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repeticiones aumenta. A esta caracteristica se le designa como regulari-
dad estadistica.

También hemos sido algo imprecisos en nuestra definicién de expe-
rimento. Exactamente, {cudndo un procedimiento o mecanismo, en el
sentido que le estamos dando, es un experimento susceptible de estu-
diarse matemdticamente mediante un modelo no determinista? Antes
indicamos que dcbe ser posible efectuar un experimento una y otra vez
sin cambiar las condiciones esenciales. Ahora podemos agregar otro re-
quisito. Cuando el experimento se rcaliza repetidamente debe presen-
tar la regularidad estadistica a la que antes nos referimos. Mds adelante
estudiaremos un teorema (lamado la ley de los grandes nimeros) que
muestra que la regularidad estadistica es en realidad una consecuencia de
la primera condicién: la repetibilidad.

1.7 Nociones bdsicas de probabilidad

Volvamos ahora al problema antes propuesto: asignar un ndmero a
cada evento A que medird la posibilidad de que A ocurra cuando el
experimento se realiza. Un planteamiento posible podria ser el siguiente:
repetir el experimento un gran nimero de veces, calcular la frecuencia
relativa f4 y usar este nimero. Cuando recordamos las propiedades
de fa, estd claro que este nimero da una indicacién muy definida de
que posibilidad existe de que A ocurra. Adn mds, como sabemos que
el experimento se repite mas y mas veces, la frecuencia relativa f, se
estabiliza cerca de algin nimero, digamos p. Sin embargo, hay dos
objeciones serias a este planteamiento. @) No estd claro cuan grande
debe ser n antes de que conozcamos el ntimero. ¢1000? ¢2000? <10 000?
by Una vez que el experimento se ha descrito por completo y se ha
especificado el evento A, el nimero que buscamos no debe depender
del experimentador o de una racha de suerte en particular con la
que €l experimenta. (Por ejemplo, es posible que con una moneda
perfectamente balanceada que se lanzé 10 veces resulte 9 caras y 1 sello.
La frecuencia relativa del evento A = { salen caras} es asi igual a 1%.
Aunque es posible que en los 10 lanzamientos siguientes ¢l modelo de
caras 'y sellos puede estar invertido.) Lo que queremos es un medio de
obtener tal mimero sin recurrir a la experimentacién. Por supuesto,
para que el ndmero estipulado sea significativo, cualquier experimento
deberia dar una frecuencia relativa “cercana” al valor estipulado, en
especial si el niimero de repeticiones en las cuales se calculé la frecuencia
relativa es muy grande. Procederemos formalmente como sigue.
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Definicién. Sea ¢ un experimento y 5 un espacio muestral asociado
con ¢. Con cada evento A asociamos un nimero real, designado
con P(A)yllamado probabilidad de A, el cual satisface las siguientes
propiedades.

Ho< P(A) L1

2) P(S)=1.

3) Si A y B son eventos que se excluyen mutuamente, P(AU B) =
P(A) + P(B).

4) Si Ay, Ag,..., An,...son eventos que se excluyen mutuamente de
par en par, entonces

P(UZ A;) = P(A)) + P(Ag) + -+ + P(An) + -

Observemos que de la propiedad 3 se deduce de inmediato que para
cualquier n finito,

P (O A.,-) S P,
1=1 1=1

La propiedad 4 no se sigue; sin embargo, cuando consideramos el
espacio muestral idealizado, esta condicién serd necesaria y, por tanto,
se incluye aqui.

La eleccién de estas propiedades de la probabilidad est4 obviamente
motivada por las caracteristicas correspondientes de la frecuencia relati-
va. La propiedad antes mencionada como regularidad estadistica, més
tarde se ligard con esta definicién de probabilidad. Por el momento
sélo demostraremos que los valores de P(A) y f4 estdn “préximos” uno
al otro (en cierto sentido), si f4 se basa en un gran nimero de repeti-
ciones. Este hecho es el que justifica el empleo de P(A) para medir la
probabilidad de que A ocurra.

Por el momento no sabemos cdmo calcular P(A). S6lo hemos anotado
algunas propiedades generales que posee P(A). El lector debera tener
un poco mds de paciencia (hasta el préximo capitulo), para aprender
cémo calcular P(A). Antes de volver a este tema indiquemos y probemos
varias consccuencias relativas a P(A) que se deducen de las condiciones,
y que en realidad no depende de cémo calculamos P(A4).

Teorema 1.1.. Si{ es el conjunto vacio, entonces P() = 0.
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Demostracion: Podemos escribir, para cualquier evento A, A = AU . Puesto
que A y 0 son mutuamente excluyentes, de la propiedad 3 se deduce que
P(A) = P(AU®) = P(A) + P(8). A partir de esto la conclusién del teorema es
inmediata.

Observacidn: Mas adelante tendremos ocasién de ver que el reciproco del
teorema anterior no es verdadero. Esto es, si P(A) = 0, en general no podemos
concluir que A = @, porque haysituaciones en que asignamos probabilidad cero
a un evento que puede ocurrir.

Teorema 1.2. Si A° es el evento complementario de A, entonces
P(A) =1-— P(A%) (1.4)

Demostracion: Podemos escribir S = AU A° y, usando las propiedades 2 y 3,
obtenemos 1 = P(A) + P(A°).

Observacion: Este es un resultado muy itil porque indica que cada vez que
deseamos calcular P(A) en su lugar podemos calcular P(A€) y obtener el re-
sultado deseado por sustraccién. Después veremos que en muchos problemas
es mds facil calcular P(A°) que P(A).

Teorema 1.3. Si Ay B son eventos cualesquiera, entonces

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (1.5)

FIGURA 1.2

Demostracion: La idea de esta demostracién es descomponer AU B y B en
eventos que se excluyen mutuamente y luego aplicar la propiedad 3. (Véase el
diagrama de Venn en la Fig. 1.2)
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Asi escribimos
AUDB = AU(BN A9,
B = (AN B)U (BN A°).
Por lo tanto,
P(AUB) = P(A)+ P(Bn A°),
P(B) = P(AN B)+ P(Bn A%).
Sustrayendo la segunda ecuacién de la primera, tcnemos
P(AUB)—P(B)=P(A)— P(ANDB)
y, por tanto, se obtiene el resultado.

Observacidn: Este teorema representa una extensiéon obvia de la propiedad
3, porquesi AND = @, de lo anterior obtenemos el enunciado de la propie-
dad 3.

Teorema 1.4. Si A, By C son tres eventos cualesquiera, entonces
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)=P(ANnDB)—-P(ANC)
- P(BNnC)Y+ P(ANBNC). (1.6)

Demostracidn: La demostracién consiste en escribir AUBUC como (AUB)UC
y aplicar el resultado del teorema anterior. Dejamos los detalles al lector.

Observacidn: Una extensién obvia del teorema anterior se sugiere por si
misma. Sean Ay, ..., A; k eventos cualesquiera. Entonces

k k
P(A3 U Ay U“'UA]C):ZP(Ai)— Z P(A,'ﬂAj)
i=1

i<j=2
k
+ > PAINANA) 4+ (=DFTIP(A N Ay N0 Ag).
<j<r=3

(1.7)

Este resultado se puede establecer faciimente por induccién matemitica.

Teorema 1.5. Si A C B, entonces P(A) < P(B).
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Demostracién: Todemos descomponer B en dos cventos que se excluyen
mutuamente como sigue: B = AU (B N A€). Por lo tanto, P(B) = P(4) +
P(B N A) > P(A), puesto que P(B N A°) > 0, segtin la propiedad 1.

Observacion: Este resultado es intuitivamente atractivo, porque dice que si B
debe ocurrir cada vez que A ocurre, entonces B es al menos tan probable co-
mo A.

1.8 Varias observaciones

a) Cabe aqui una advertencia. De la exposicién previa se podria inferir
(incorrectamente) que cuando elegimos un modelo probabilistico para
la descripcién de algin fenémeno observable descartamos todas las
relaciones deterministas. Nada puede estar méas lejos de la verdad.
Mantencmos todavia el hecho de que, por ejemplo, la ley de Ohm
I = E/R es vélida en ciertas circunstancias. La diferencia serd de
interpretacién. En vez de decir que la relacién anterior determina
I para E y R dadas, reconoceremos que £ o R, o ambas, pueden
variar de una manera aleatoria e imprecisa y que, por lo tanto, I
variard también de una manecra aleatoria. Para E y IR dadas, todavia
I se determina por la relacién anterior. Lo importante es cuando
adoptamos un modelo probabilistico para la descripcién de un circuito,
consideramos la posibilidad de que E y R pueden variar de manera
imprecisa que sélo se puede describir probabilisticamente. Asi, puesto
que serd importante considerar sélo la probabilidad de que /'y R tomen
ciertos valores, llega a ser significativo hablar sélo de la probabilidad de
que { tome cicrtos valores.

b) La eleccién entre adoptar un modclo determinista o probabilistico
en algunas ocasiones puede ser dificil. Puede depender de lo intrincado
de nuestra técnica de medicién y la precisién asociada. Por ejemplo, si
las medidas precisas son tan dificiles de obtener que las lecturas repe-
tidas de la misma cantidad produzcan resultados variables, un modelo
probabilistico es sin duda mas adecuado para describir la situacién.

¢) Seialaremos cn forma breve que en ciertas circunstancias podemos
hacer suposiciones adicionales acerca de la conducta probabilistica de
nuestros resultados experimentales que nos conducirdn a un método
para evaluar las probabilidades basicas. La eleccién de esas suposiciones
adicionales puede basarse en consideraciones {isicas del experimento
(ciertas propiedades de simetria, por ejemplo), evidencia empirica o,
en algunos casos, simplemente un juicio personal con base en una
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experiencia previa ante una situacién similar. La frecuencia relativa
fa puede tener un papel importante ¢n nuestra decisién acerca de una
asignacién numérica de P(A). Sin embargo, es importante darse cuenta
de que cualquier suposicién que hagamos acerca de P(A) debe ser tal
que sc satisfagan los axiomas bdsicos del 1) al 4) de la definicién 1.3.

d) En el transcurso del desarrollo de las ideas basicas de la teoria
de probabilidad haremos algunas referencias a ciertas analogias con la
mecdnica. La primera de ellas puede ser apropiada aqui. En mecdnica
asignamos la masa a cada cuerpo B, digamos m(B). Luego hacemos
varios célculos y llegamos a diversas conclusiones acerca de la conducta
de B y su relacién con otros cuerpos, muchos de los cuales implican
su masa m(B). El hecho de que en realidad tengamos que recurrir
a alguna aproximacién para obtener m(B) para un cuerpo especifico
no disminuye la utilidad del concepto de masa. De igual manera,
establecemos para cada evento A, asociado con el espacio muestral de
un experimento, un nimero P(A) llamado la probabilidad de A y
que satisface los axiomas bdsicos. En realidad, al calcular P(A) para
un evento especifico, tenemos que hacer hipétesis adicionales o bien
obtener una aproximacién basada en evidencias empiricas.

e) Es muy importante darnos cuenta de que hemos postulado la exis-
tencia del nimero P(A) y que hemos postulado ciertas propiedades que
posee este nimero. La validez de las diversas consecuencias (tcoremas)
derivadas de esos postulados de ninguna manera depende de c6mo ob-
tenemos un valor numérico para P(A). Es vital aclarar este punto. Por
ejemplo, hemos supuesto queP(AU B) = P(A) + P(B). A fin de usar
esta relacién para la evaluacion real de P(A U B), debemos conocer el
valor de P(A) y de P(B). Analicemos brevemente cdmo, en ciertas cir-
cunstancias, debemos hacer suposiciones adicionales que conduzcan a
un método para evaluar esas probabilidades. Si estas (u otras) supo-
siciones no estin garantizadas, debemos recurrir a la experimentacién
para aproximar el valor de P(A) de los datos reales. La frecuencia re-
lativa f4 desempeiard un papel destacado en esto y, de hecho, se usara
como una aproximacién de P(A).

Sin embargo, es importante tener presente que f4 y P(A) no son
lo mismo, que sélo usamos f,4 como aproximacién de P(A), y que
cada vez que nos referimos a P(A) nos estamos refiriendo al valor
postulado. Si “identificamos” f4 con P(A) debemos darnos cuenta
que simplemente sustituimos un valor postulado por uno aproximado
obtenido en forma experimental. Qué tan buena o mala pueda ser
esta aproximacién, de ninguna manera influye en la estructura légica
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de nuestro modelo. Aunque el fenémeno que pretende representar cl
modclo sc consideré al construirlo, nos hemos separado del fendmeno
mismo (temporalmente al menos), cuando entramos en el dominio del
modeclo.

PROBLEMAS

1.1. Supéngase que el conjunto universal consta de los enteros positivos de
1a10. Sean A = {2,3,4}, B = {3,4,5} y C = {5,6, 7}. Anotc los clementos de
los siguientes conjuntos.

a) A°NB b)ASUB ¢) (AN B d)(AN(BNC))° € (AN(BUC))F

1.2. Supéngase que cl conjunto universal U esti dadopor U = {x [0 <z <
2}. Sean los conjuntos A y B definidos como sigue: A = {2 | 1 <2 <1}y
B = {z | % <z< %—} Describa los conjuntos siguientes:

a) (AUB)°b) AUB c)(ANB)°d) A°N B
1.3. {Cuales de las siguientes relaciones son verdaderas?

2) (AUB)N(AUC)=AU(BNC) b(AUB)=(ANBS)UB
¢) AANB=AUB d)(AUB)*NC = A°NB°NC*
) (ANB)N(B°NC)=90

1.4. Supéngase que el conjunto universal consta de todos los puntos (z,y)
cuyas coordenadas son enteros y quedan dentro o sobre el contorno del cua-

drado acotado porlasrectas z = 0, y = 0, z = 6 y y = 6. Indique los elementos
de los conjuntos siguientes.

a) A={(z,y) | +y> <6} HB={(z,y) |y <a?}
¢) C={(z,y|x<y?} HBNC e(BUANCS®

1.5. Usar los diagramas de Venn para establecer las siguientes relaciones.

a) ACByBCCimplicanque ACC b)AC Bimplicaque A=ANDRB
¢) A C Bimplicaque B° C A° d)AC Bimplicaque AUC CBUC
¢) ANB=0yC C Aimplicaque BNC =0

1.6. Los articulos provenientes de una linea de produccién se clasifican
como defectuosos (D) o no defectuosos (N). Se observan los articulos y se
anota su condicién. Este proceso se continta hasta que se produzcan dos
articulos defectuosos consecutivos o se verifiquen cuatro articulos, cualesquiera
que ocurra primero. Describir un espacio muestral para este experimento.

1.7. a) Una caja con N bombillas tiene r(r < N) unidades con filamentos
rotos. Lstas se pruecban una por una, hasta que se cncuentra una defectuosa.
Describir un cspacio mucstral para estc experimento.
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b) Supéngase que las bombillas anteriorcs se prucban una por una, hasta
que sc prucban todas las defectuosas. Describir el espacio muestral para este
experimento.

1.8. Considérense cuatro objetos, a,b, ¢ y d. Supéngase que el orden en el
cual se anotan esos objctos representa el resultado de un experimento. Sean A
y B los eventos definidos como sigue: A = {a estd en el primer lugar}; B = {}
esta en ¢l segundo lugar}.

a) Anotar todos los elementos dcl espacio muestral.
b) Anotar todos los clementos de los eventos AN By AU B.

1.9. Un lote conticne articulos que pesan 5, 10, 15,..., 50 libras. Supdngase
que al menos dos articulos de cada peso sc encuentran alli. Se eligen dos
articulos dcl lotc. Identifiquese con X el peso del primer articulo elegido y
con Y el peso del scgundo articulo. Asi, el par de niimeros (X,Y") representa
un solo resultado del experimento. Usando el plano XY, indiquese el espacio
mucstral y los eventos siguientes.

ay {X=Y} hH{Y > X}

¢) Elsegundo articulo pesa el doble del primero.

d) El primer articulo pesa 10 libras menos que el scgundo.

¢) Elpromcdio de peso de los dos articulos es menos de 30 libras.

1.10. En un periodo de 24 horas, cn un momento X, un interruptor se
pone en la posicién “encendido”. Posteriormente, en un momento Y (en el
mismo periodo de 24 horas), el interruptor se pone en la posicién “apagado”.
Supéngase que X yY se miden en horas en el eje de ticmpo con el comienzo del
periodo como origen. El resultado del experimento consta del par de nimeros
(X, ¥).

a) Describir el espacio muestral.
b) Describir y dibujar los siguientes eventos c¢n ¢l plano X'Y.
1) El circuito funciona durante una hora o menos.

it) El circuito funciona en ¢l tiempo z, donde z es un instante durante cl
periodo dado de 21 horas.

i) Fl circuito empicza a funcionar antes del tiempo ¢; y deja de funcionar
después del tiempo t3 (donde otra vez 1 < {3 son dos instantes de ticmpo
durante el periodo especificado).

w) El circuito funciona cl doble de lo que estd apagado.

1.11. Scan A, By C tres eventos asociados con un experimento. Expresar
las siguicntes proposiciones verbales en notacién de conjuntos.

2) Al menos uno de los eventos ocurre.
b) Fxactamente uno dc los eventos ocurre.
¢) Exactamente dos de los eventos ocurren.
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d) No ocurren mds de dos eventos simultineamente.
1.12. Demostrar el teorema 1.4.

1.13. @) Demostrar que para dos eventos cualesquiera, A; y A, tenemos
P(AjU Ay < P(A;) + P(A2).
b) Demostrar que para n eventos cualesquiera Ay, ... Ay, tenemos

P(A1U---UAp) < P(A1)+ -+ P(An).

[Sugerencia: Usar una induccién matemadtica. El resultado que se indica en
b) se llama desigualdad de Boole]

1.14. El tcorema 1.3 trata de la probabilidad de que al menos uno de los
eventos A o B ocurra. La proposicién siguiente trata de la probabilidad de que
exactamente uno de los eventos A o B ocurra.

Demostrar que P[(AN B®)U (BN A°)] = P(A)+ P(B)—2P(ANB).

1.15. Cierto tipo de motor eléctrico falla por obstruccién de los cojinetes,
por combustién del embobinado o por desgaste de las escobillas. Sup6éngase
que la probabilidad de la obstruccién es del doble de la combustién, la cual
es cuatro veces mas probable que la inutilizacién de las escobillas. {Cudl es la
probabilidad de que la falla sea por cada uno de esos tres mecanismos?.

'1.16. Supéngase que A y B son eventos para los cuales P(A) = z, P(B) =y,
y P(ANB) = z. Expresar cada una de las probabilidades siguientes en términos
dez,yyz.

a) P(A°UB®) b)P(A°NB) ¢) P(A°UB) d) P(A°N B°)

1.17. Supéngase que A, B, y C son eventos tales que P(A) = P(B) = P(C) =
1, P(AnB)=P(CNB)=0y P(ANC) = }. Calcular la probabilidad de que
al menos uno de los eventos A, B o C ocurra.

1.18. Una instalacién consta de dos calderas y un motor. Sea A el evento de
que el motor estd en buenas condiciones, mientras que los eventos By (k = 1,2)
son los eventos de que la k-ésima caldera esté en buenas condiciones. El evento
C es que lainstalacién pueda funcionar. Si la instalacién funciona cada vez que
el motor y al menos una caldera funcione, expresar C'y C° en términosde A y
de los eventos de B;.

1.19. Un mecanismo ticne dos tipos de repuestos, digamos I y I1. Suponga
que hay dos del tipo 1 y tres del tipo I1. Definir los eventos Ag, k = 1,2y B,
Jj = 1,2,3 como sigue: Ay: la k-ésima unidad del tipo I estd funcionando co-
rrectamente; B;: la j-ésima unidad del tipo I1 estd funcionando correctamente.
Finalmente, C representa el evento: €l mecanismo funcionan. Dado que el me-
canismo funciona si al menos una unidad del tipo I y dos unidades del tipo 11
funcionan, exprese el evento C' en términos de las Ay y las B;.



2.1 El espacio muestral finito

En este capitulo nos ocuparemos sélo de los experimentos para los
cuales el espacio muestral S consta de un nimero finito de elementos.
Es decir, suponemos que S se puede escribir como S = {aj,as,...,a;}.
Si nos referimos a los ejemplos de espacios muestrales de la seccién 1.4,
observamos que Sy, 52, S3, S4, S5, 57 y S12 son todos finitos.

A fin de caracterizar P(A) en este modelo consideraremos primero el
evento que esta constituido por un solo resultado, llamado algunas veces
evento elemental, digamos A = {a;}. Procedemos como sigue.

A cada uno de los eventos elementales {«;} asignamos un nimero p;,
llamado la probabilidad de {a;}, que satisface las condiciones siguientes:

a) pi 20, 1=12,...,k,

by pr+py+ - +p =1

[Puesto que {a;} es un evento, estas condiciones deben ser consis-
tentes con las postuladas para las probabilidades de eventos en general,

como se hizo en la ecuacién (1.3). Es muy sencillo verificar que esto
es asi.]
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A continuacién, supongamos que un evento A estd constituido por r
resultados, 1 < r < k, digamos

A= {(ljl,(ljz,--',(l]'r},

donde j,,7J,,...,J, representa cualesquiera indices r de 1,2,... k. Por
lo tanto, de la ecuacién (1.8), propiedad 4, se deduce que

P(A)::pj1 —-}—pj2 +--+py . (2.1)

Para resumir: la asignacién de probabilidades p; a cada uno de los
eventos elementales {a;}, sujcto a las condiciones anteriores a) y b),
determina de un modo Ginico P(A) para cada uno de los eventos A C 5,
donde P(A) estd dado por la ecuacién (2.1)

Para evaluar las Pj, s€ deben hacer algunas suposiciones respecto a
los resultados individuales.

EJEMPLO 2.1. Supongamos que sélo tres resultados son posibles
en un experimento, digamos aj,ay y a3. Ademds, supongamos que la
ocurrencia de aj es dos veces mds probable que la de as, la cual, a su
vez, cs dos veces mas probable que a3.

Por tanto, p, = 2p, y p, = 2p,. Puesto que p, + p, + p; = 1, tenemos
que 4ps + 2p5 + p3 = 1, lo que finalmente da

1

2 4
P3=%, Pa=% Y P =%

2.2 Resultados igualmente probables

La suposicién que mads comiinmente se hace para espacios muestrales fi-
nitos es que todos los resultados son igualmente probables. De ninguna
manera esta suposicién puede darse como un hecho; debe justificarse
con cuidado. Hay muchos experimentos para los cuales se garantiza tal
suposicién, pero también hay muchas situaciones experimentales en las
cuales seria un crror hacer tal suposicién. Por ejemplo, seria muy poco
realista suponer que es tan probable no recibir llamadas telefénicas en
una central entre la 1 am. y 2 aM. como entre las 5 pm y las 6 Pm

Si los k resultados son igualmente probables, se deduce que cada
p; = 1/k. Porque la condicién p, 4+ -+ 4 p, = 1 se convierte en kp; = 1
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para toda . De esto se deduce que para cualquier evento A que conste
de r resultados, tenemos

P(A) =r/k.
Este método de evaluar P(A) a menudo se indica como sigue:

nimero de maneras en que ¢ puede ocurrir favorable a A

P(A) = -~ :
(4) namero total de maneras en que ¢ puede ocurrir

Es importante comprender que la expresién anterior de P(A) es sélo
una consecuencia de la suposicién de que todos los resultados son igual-
mente probables y sélo es aplicable cuando se satisface esta suposicién.
Sin duda no sirve como una definicién general de probabilidad.

EJEMPLO 2.2. Selanza un dado y se supone que todos los resultados
son igualmente probables. El evento A ocurre si y sélo si aparece un

nimero mayor que 4. Esto es, A = {5,6}. Por lo tanto, P(A) = %

1 _ 2
t+t5=%-

o

EJEMPLO 2.3. Se lanza una méneda normal dos veces. Sea A el
evento: {aparece una cara}. Para evaluar P(A) un anilisis del problema
podria ser-de la manera siguiente. El espacio muestral es S = {0,1, 2},
donde cada uno de los resultados representa el nimero de caras que
ocurren. Por lo tanto, P(4) = :1;! Este andlisis es obviamente in-
correcto, puesto que en el espacio muestral antes considerado, todos
los resultados no son igualmente probables. A fin de aplicar el méto-
do anterior deberfamos considerar, en su lugar, el espacio muestral
s = {CcC,C8,5C,55}. En este espacio muestral todos los resultados
son igualmente probables y, por lo tanto, obtenemos para la solucién
correcta de nuestro problema, P(A) = % = 717 Podriamos emplear en
forma correcta el espacio muestral S como sigue: los resultados 0 y 2
son igualmente posibles, mientras que el resultado 1 es probablemen-
te el doble de cada uno de los otros. Por lo tanto, P(A) = %, lo cual
concuerda con la respuesta anterior.

Este ejemplo ilustra dos puntos. Primero, debemos estar seguros por
completo de que todos los resultados que se pueden suponer son igual-
mente probables antes de utilizar el procedimiento anterior. Segundo,



o
v

30 Espacios muestrales finitos

a menudo podemos reducir el problema a uno, en el cual todos los re-
sultados son igualmente posibles, mediante una eleccién apropiada del
espacio muestral. Cada vez que sea posible se debe hacer esto, pues-
to que en general simplifica los cdlculos. En e¢jemplos subsecuentes se
tratard nuevamente este punto.

Muy a menudo la manera como se realiza un experimento determina
si los resultados son o no igualmente probables. Por ejemplo, suponga-
mos que vamos a escoger un perno de una caja que contiene tres de
tamarfo diferente. Si elegimos el perno acercindonos a la caja y saca-
mos ¢l primero que tocamos, es obvio que el perno mas grande tendra
una probabilidad mayor de ser escogido que la de los otros dos. Sin
embargo, si rotulamos con cuidado cada perno con un nimero escrito
en una etiqueta, y elegimos una de ellas, se puede asegurar que cada
perno, de hecho, tiene la misma probabilidad de ser escogido. Asf qui-
z4s tengamos que afrontar considerables dificultades para asegurarnos
que la suposicién matematica de resultados igualmente probables es de
hecho apropiada.

En ¢jemplos anteriores y muchos otros subsecuentes, nos interesa la
eleccién al azar de uno o mis objctos de una coleccién dada. Definamos
con mayor precisién esta nocién. Supongamos que tenemos N objetos,
digamos ay,as,...,ay.

a) Escoger al azar un objeto de los N objetos, significa que cada uno de
cllos tiene la misma probabilidad de ser elegido. Esto es,

Prob (clegir ¢;) = 1/N, «=1,2,---, N.

by Escoger al azar dos objetos entre N objetos significa que cada uno de los
pares de objetos (sin considerar el orden) ticne la misma probabilidad de
ser escogido que cualquier otro par. Por ejemplo, si debemos elegir dos
objetos al azar de (a1, ag, a3, a4), y luego obtener a; y as es tan probable
como obtener az y a3, etc. Esta afirmacién nos lleva de inmediato a
la cuestién de cudntos pares diferentes hay. Supongamos que hay K
de tales pares. Entonces, la probabilidad de cada par seria 1/K. Muy
pronto aprenderemos a calcular K.

¢) Escoger al azar n objetos (n < N) entre N objetos significa que
cada n-tupla, digamos Qi 5 Uiy see ey tiene tantas probabilidades de
ser clegida como cualquier otra n-tupla.

Observacidn: Anteriormente ya sugerimos que se debe tener mucho cuida-
do en la parte experimental para asegurar que la suposicién matemdtica de
“escoger al azar” se cumpla.
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175991

2.3 Métodos de enumeracién

Tenemos qué hacer una digresién a fin de aprender cémo enume-
rar. Nuevamente consideraremos la forma anterior de P(A), llamada
P(A) = r/k, donde k es el nimero total de maneras en que ¢ puede
ocurrir, mientras que r es igual al mimero de maneras en que A pue-
de ocurrir. En los ejemplos presentados hasta ahora, se encontré poca
dificultad para calcular » y k. Pero es necesario considerar situaciones
ligeramente més complicadas para apreciar la necesidad de contar sis-
teméticamente o de procedimientos de enumeracién.

EJEMPLO 2.4. Un lote de 100 articulos contiene 20 defectuosos y
80 no defectuosos. Se eligen 10 articulos al azar, sin sustituir un articulo
antes de elegir el préximo. <Cudl es la probabilidad de que exactamente
la mitad de los articulos escogidos sean defectuosos?

Para analizar este problema, consideremos el siguiente espacio mues-
tral S. Cada uno de los elementos de S consta de 10 articulos posibles del
lote, digamos (iy, 19, ...,730). ¢Cudntos hay de tales resultados? Y entre
estos resultados, ¢cudntos tienen la caracteristica de que exactamente la
mitad sean defectuosos? Evidentemente necesitamos saber la respues-
ta a tales interrogantes para resolver el problema propuesto. Muchos
problemas similares dan origen a preguntas andlogas. En las préximas
secciones presentaremos algunos procedimientos sistemdticos de enu-
meracién.

A. Principio de multiplicacién. Supongamos que un procedimiento,
designado como 1, puede hacerse de n; maneras. Supongamos que un
segundo procedimiento, designado como 2, se puede hacer de ny ma-
neras. También supongamos que

cada una de las maneras de efec- /‘QE ng

tuar 1 puede ser seguida por cual-

quiera de las maneras de efectuar //-éE"z

2. Entonces el procedimiento que "

consta de 1 seguido por 2 se puede F \<E ny
hacer de nyny maneras. \

Para indicar la validez de este —éE"z
principio es mds sencillo conside-

rar cl siguiente planteamiento es-
quemdtico. Consideraremos un FIGURA 2.1

L Ly
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punto Py dos rectas, digamos Ly y L. El procedimiento 1 consiste en
ir de P a L1, mientras que el procedimiento 2 consiste en ir de Ly a L.
La figura 2.1 indica cémo se obtiene el resultado final.

Observacidn: Obviamente este principio puede extenderse a cualquier ndme-
ro de procedimientos. Si hay k procedimientos y el i-ésimo procedimiento se
puede hacer de n; mancras, ¢ = 1,2,..., k entonces el procedimiento que con-
siste en 1, seguido por 2,.. ., seguido por el procedimiento k puede hacerse de
niny...nj mancras.

EJEMPLO 2.5. Un articulo manufacturado debe pasar por tres con-
troles. En cada uno de ellos se inspecciona una caracteristica particular
del articulo y se le marca de conformidad. En el primer control hay
tres mediciones posibles, mientras que en cada uno de los dos ltimos
controles hay cuatro mediciones posibles. Por lo tanto, hay 3-4-4 = 48
maneras de marcar el articulo.

B. Principio de adicién. Supongamos que un procedimiento, de-
signado con 1, se puede hacer de n; maneras. Supongamos que un
segundo procedimiento, designado con 2, se puede hacer de ny mane-
ras. Supongamos ademds que no es posible que ambos, 1 y 2, se hagan
juntos. Entonces, ¢l nimero de maneras como se puede hacer 1 o0 2 es
n1 + no.

Usemos otra vez el planteamiento esquemdtico para convencernos de
la validez del principio de adicién, como se indica en la figura 2.2.

P

n ny

L, L, FiGura 2.2

Observacidn: También este principio puede generalizarse como sigue: si hay
# procedimientos y el i-ésimo procedimiento se puede hacer en n; maneras,
i= 1,2,...,k, entonces el nimero de manecras como podemos hacer el pro-
cedimiento 1, o el procedimiento 2 o-- -0 el procedimiento k estd dado por
ny + ng + - -- + ng, suponicndo que los procedimientos no se pueden realizar
en forma conjunta.
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EJEMPLO 2.6. Supongamos que planeamos un viaje y debemos
decidir entre transportarnos por autobis o por tren. Si hay tres rutas
para el autobis y dos para el tren, entonces hay 3 + 2 = 5 rutas
diferentes disponibles para el viaje.

C. Permutaciones. ¢) Supongamos que tenemos n objetos diferentes.
¢De cudntas maneras, digamos » Py, se pueden agrupar (permutar) estos
objetos? Por ejemplo, si tenemos los objetos a, by ¢, podemos considerar
las siguientes agrupaciones: abe, acb, bac,bea, cab y cba. Asfi, la respuesta
es seis. En general, consideremos el esquema siguiente. Agrupar los n
objetos es equivalente a ponerlos, en algiin orden especifico, en una caja
con n compartimientos.

La primera casilla se puede llenar de cualquiera de las n maneras, la
segunda de cualquicra de las (n — 1) maneras, ..., y la tltima casilla de
s6lo una manera. Por tanto, aplicando ¢l principio de multiplicacién an-
terior, vemos que la caja se puede llenar de n(n—1)(n—~2)...1 maneras.
Este nimero ocurre tan a menudo en matemdticas que presentamos un
nombre y un simbolo especiales para él.

Definicién. Sin es un entero positivo, definimos n! = (n)(n—1)(n—
2)---1y lo lamamos n-factorial. También definimos 0! = 1.

Asi, el nimero de permutaciones de n objetos diferentes estd dado por
npn =n!

b) De nueva cuenta consideremos n objetos diferentes. Esta vez desea-
mos escoger r de esos objetos, 0 < r < n, y permutamos el r elegido.
Indiquemos el nimero de manera de hacerlo con » Pr. Recurrimos otra
vez al esquema anterior de llenar una caja que tiene n compartimien-
tos; ahora nos detenemos después que se ha llenado el compartimien-
to r-ésimo. Asi, el primer compartimiento puede llenarse de n mane-
ras, el segundo de (n — 1) maneras,..., y el r-ésimo compartimiento de
n — (r — 1) maneras. Asise puede realizar el procedimiento completo,
usando de nuevo el principio de multiplicacién, de
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nn=1)(n—-2)---(n=r+1)

maneras. Usando la notacién factorial presentada anteriormente, po-
demos escribir

D. Combinaciones. Consideremos nuevamente n objetos diferentes.
Esta vez estamos interesados en contar ¢l nimero de maneras como
podemos escoger r de esos n objetos sin considerar el orden. Por
ejemplo, tenemos los objetos a,b,c y d, y r = 2; deseamos contar
ab,ac,ad,be,bd y cd. En otras palabras, no contamos ab y ba puesto que
los mismos objetos estdn relacionados y sélo difiere el orden.

Para obtener ¢l resultado gencral recordemos la férmula derivada
anteriormente: el nimero de maneras de clegir » objetos entre n y
permutar los r elegidos es igualan!/(n—r)! Sea C el nimero de maneras
de elegir » entre n, sin considerar el orden. (Esto es, ¢l niimero buscado
es (') Observe que una vez que se han escogido los r articulos, hay !
maneras de permutarlos. Por tanto, aplicando una vez mis el principio
de multiplicacién, junto con el resultado anterior, obtenemos

!
n.
Crl= ———.
(n—r)!

Asi, el nimero de maneras de clegir r entre n objctos diferentes, sin
considerar el orden, estd dado por

!
n!

(=0

ri(n —1r)!

Este nimero aparece en muchos contextos en matematicas y, por lo

tanto, se emplea un simbolo especial para designarlo. Escribiremos

n! n

rln—r) 7~ \r

E3 .. .. H -z
N. del T Esta expresién también se conoce como arreglo o variacién.
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Para nuestros propésitos, () se define sélo si n es un entero positivo
y si r es un entero 0 < r < n. Sin embargo, podemos definir () muy
ampliamente para cualquier nimero real n y para cualquier entero no

negativo r como sigue:

ny nn-1)(n-2)---(n—r4+1)
r) r! '

Los ndmeros () a menudo se llaman coeficientes binomiales porque apa-
recen como coeficientes en el desarrollo de la expresién binomial (a +
b)". Sin es un entero positivo, (a + )" = (a + b)(a + b)---(a + b).
Cuando se efectiia la multiplicacién, cada uno de los términos consistird
en el producto de k aes y de (n — k) bes, k = 0,1,2,...,n. {Cudntos
términos serdn de la forma a*" %2 Contemos simplemente el ndmero
de maneras como podemos elegir k entre n aes, sin considerar el orden.
Pero esto estd dado precisamente por (). Asi, tenemos lo que se conoce
como teorema del binomio.

(a+b)" = Zn: (2‘) ok (2.2)

k=0

Los niimeros () tienen muchas propiedades interesantes de las cuales
aqui solo mencionaremos dos. (A no ser que se indique otra cosa,
suponemos que n es un entero positivo y r un entero, 0 < r < n.)

n n
a) = ;

T n—r

n n-—1 n—1

T r—1 T
Es muy féacil verificar algebraicamente las dos identidades anteriores.
Sélo escribimos, en cada uno de los casos, el lado izquierdo y derecho
de las identidades anteriores y notamos que son iguales.

Sin embargo, hay otro método de verificar esas identidades que hace

uso de la interpretacién que hemos dado a (}) a saber, el ndmero de
maneras de escoger r entre n objetos.

a) Cuando escogemos r entre n objetos en forma simultdnea “dejamos
atras” (n — r) objetos y, por tanto, escoger r de n es equivalente a clegir
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(n — r) de n. Esta es precisamente la primera proposicién que se debe
verificar.

b) Escojamos cualquiera de los n objetos, digamos el primero, a;. Al
elegir r objetos, ay estd incluido o excluido, pero no las dos cosas. Por
tanto, al contar el nlimero de maneras como podemos escoger r objetos,
podemos aplicar el principio de adicién antes tratado.

Si a; estd excluida, debemos escoger los 7 objetos que se desean de
n—1
T

Si a; va a incluirse, sélo (r — 1) objetos mds deben escogerse de los
restantes (n — 1) objetos y esto se puede hacer de (7;:11) maneras. Asi,

el nimero pedido es la suma de esos dos, lo que verifica la segunda
identidad.

los (n — 1) objetos restantes y hay ( ) maneras de hacer esto.

Observacidn: En lo expuesto anteriormente, los coeficientes binomiales (7)
son significativos sélo si n y k son enteros no negativos con 0 < k < n. Sin
embargo, si escribimos

(n)_ n! _nn=1)---(n—k+1)
k) T Kn-k) k!

observamos que la dltima expresién es significativa si n es cualguier nimero real
y k es cualquier entero no negativo. Asf,

(3) - ey e,

y asi sucesivamente.
Utilizando esta versién extendida de los coeficientes binomiales, podemos
expresar la forma generalizada del teorema del binomio:

Ql+xz)" = i (:)zk

k=0

Esta serie es significativa para cualquier n real y para todas las 2 tales que
|z] < 1. Observemos que si n es un entero positivo, la seric infinita se reduce a
un niimero finito de términos, puesto que en ese caso () = 0sik > n.

EjeMPLO 2.7. a) {Cudntos comités de tres miembros se pueden
elegir con ocho personas? Puesto que dos comités son iguales si estdn

formados por los mismos micmbros (sin considerar el orden en cl cual

fueron elegidos), tenemos (g) = 56 comités posibles.
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b) {Cudntas sefiales con tres banderas se pueden obtener con ocho
banderas diferentes? Este problema es muy parecido al anterior. Sin
embargo, aqui el orden constituye una diferencia y, por lo tanto, obte-
nemos 8!/5! = 336 sefales.

¢) Un grupo de ocho personas consta de cinco hombres y tres mujeres.
{Cudntos comités de tres personas pueden formarse con dos hombres
exactamente? Aqui debemos hacer dos cosas: escoger dos hombres
(entre cinco) y escoger una mujer (entre tres). Asi obtenemos el nimero

pedido (g) . (?) = 30 comités.

d) Ahora podemos verificar una proposicién antes formulada, a saber,
el ndmero de subconjuntos de un conjunto que tiene n elementos es 2"
(contando el conjunto vacio y el conjunto mismo). Simplemente clasi-
ficamos cada elemento con un uno o con un cero, sea que el elemento
vaya a ser incluido o excluido en el subconjunto. Hay dos maneras de
clasificar cada uno de los elementos, y hay n elementos. Luego, el prin-
cipio de multiplicacién nos dice que hay 2-2-2---2 = 2" clasificaciones
posibles. Pero cada una de las clasificaciones en particular representa
una eleccién de un subconjunto. Por ejemplo, (1,1,0,0,0,...,0) con-
sistiria en el subconjunto formado por a; y ag precisamente. De nuevo,
(1,1,---,1) representarfa S y (0,0,---,0) representarfa al conjunto va-
cio.

¢) Podemos obtener el resultado anterior usando el principio de
adicién como sigue. Para obtener subconjuntos debemos escoger el
conjunto vacio, los subconjuntos que constan de sélo un elemento, los
que constan de sélo 2 elementos,.. ., y el conjunto mismo que consta de
todos los n elementos. Esto se puede hacer de

(o) + (1) + () ++ )

maneras. Sin embargo, la suma de esos coeficientes binomiales es
simplemente el desarrollo de (1 + 1)" = 2".

Ahora volvamos al ejemplo 2.4. De un lote que consta de 20 articulos

defectuosos y 80 articulos no defectuosos escogemos 10 al azar (sin

sustitucién). El nimero de maneras de hacer esto es (11000). Por tanto,

la probabilidad de encontrar 5 articulos defectuosos y 5 no defectuosos
entre los 10 elegidos estd dada por
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Mediante logaritmos de factoriales (que estin tabulados) se puede
evaluar lo anterior y es igual a 0.021.

EJEMPLO 2.8. Generalicemos el problema anterior. Supéngase que
tenemos N articulos. Si elegimos n de esos al azar, sin sustitucién,

hay (ﬁ') muestras posibles diferentes, todas las cuales tienen la misma

probabilidad de ser escogidas. Si los NV articulos estan formados de r
A’s y rp B’s (con r + r2 = N) entonces la probabilidad de que los n
articulos elegidos contengan exactamente sy A’s y (n —s;) B’s estd dada

| (1))
@

(La anterior se llama probabilidad hipergeométrica y se encontrard més
adelante.)

Observacidn: Es muy importante especificar, cuando hablamos de escoger
articulos al azar, si lo hacemos con o sin sustitucion. En una descripcién mds
realista propondremos esta tltima. Por ejemplo, cuando inspeccionamos un
nimero de articulos manufacturados con el propésito de descubrir cudntos
defectuosos podria haber, en general, no pretendemos inspeccionar el mismo
articulo dos veces. Previamente hemos observado que el nimero de maneras
de escoger r objetos entre n, sin considerar el orden, estda dado por (7;)
El ndmero de maneras de escoger r articulos entre n, con sustitucién, esti
dado por n”. Aqui estamos interesados en el orden en que se escogieron los

articulos.

EJEMPLO 2.9. Supéngase que escogemos dos objetos al azar entre
cuatro objetos clasificados a, b,c y d.

a) Si escogemos sin sustitucién, el espacio muestral S se puede repre-
sentar como sigue:

S = {(a,b);(a,c); (b, c); (b, d); (¢, d); (a, d)}.
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Hay (3) = 6 resultados posibles. Cada uno de los resultados indivi-

duales indica sélo cudles fueron los dos objetos escogidos y no el orden
en que se escogieron.

b) Si escogemos con sustitucién el espacio muestral S’ se puede re-
presentar como sigue:

g = {(a,a); (a,b);(a,c);(a,d); (b,a); (b,b); (b, c); (b, d);} _
(C, a)§ (c, b)? (67 C)? (c, d)? (d’ a); (d’ b); (d’ c); (d, d)

Hay 42 = 16 resultados posibles. Aqui cada uno de los resultados

individuales indica cudles objetos se escogieron y el orden de seleccion.
Escoger al azar implica que si elegimos sin sustitucién, todos los resulta-
dos en S son de igual forma probables, mientras que si escogemos con
sustitucién, entonces todos los resultados en S’ son igualmente proba-
bles. Asi, si 4 es el evento {el objeto ¢ es clegido}, entonces tenemos de
S, P(A) = 3 = 1 si escogemos sin sustitucién, y de S, P(4) = o si
escogemos con sustitucién.
' E. Permutaciones cuando no todos los objetos son diferentes. En
todos los métodos de enumeracién presentados hemos supuesto que
todos los objetos considerados eran diferentes (esto es, distinguibles).
Sin embargo, no siempre este es el caso.

Supongamos, entonces, que tenemos n objetos tales que hay n; de
una clase, ny de una segunda clase,..., n; de una k-ésima clase, donde
n1 4+ ng + -+ + ng = n. Entonces, el nimero de permutaciones de estos
n objetos estd dada por

n!

nl!ng!n-nk!

La deduccién de esta férmula se deja al lector. Nétese que si todos
los objetos sor diferentes, tenemos n; = 1,¢ = 1,2,...,k, y, por tanto, la
férmula anterior se reduce a n!, el resultado obtenido en forma previa.

Observacién: Insistimos una vez més en que'la asignacién real de probabili-
dades a los resultados individuales de un espacio muestral (0 a una coleccién
de resultados, es decir, un evento) es algo que no puede obtenerse matematica-
mente; debe obtenerse de otras consideraciones. Por ejemplo, podemos utilizar
ciertas caracteristicas de simetria del experimento para comprobar que todos
los resultados son igualmente probables. De nuevo podemos hacer un proce-
dimiento de muestreo (por ejemplo, escoger unc o varios individuos de una
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poblacién especificada) de tal manera que sea razonable suponer que todas las
clecciones son igualmente probables. En muchos otros casos, cuando ninguna
suposicién bdsica es apropiada, debemos recurrir al planteamiento de la fre-
cuencia relativa. Repetimos n veces el experimento y calculamos la proporcién
de veces que ha ocurrido el resultado (o evento) que se considera. Al usar ésta
como una aproximacién, sabemos que es muy improbable que esta frecuencia
relativa se diferencie de la probabilidad “verdadera” (cuya existencia ha sido
especificada por nuestro modelo teérico) en una cantidad apreciable si n es
suficientemente grande. Cuando es imposible hacer suposiciones razonables
acerca de la probabilidad de un resultado y también es imposible repetir el
experimento un gran mimero de veces (debido al costo o a consideraciones de
tiempo, por ejemplo) en realidad es poco significativo proseguir con un estudio
probabilistico del experimento, excepto sobre una base completamente tedrica.
(Para una nota adicional sobre el mismo tema, véase la Sec. 4.8.)

PROBLEMAS

2.1. En una habitacién se encuentra el siguiente grupo de personas: 5
hombres mayores de 21, 4 hombres menores de 21, 6 mujeres mayores de 21y
3 mujeres menores de 21. Se elige una persona al azar. Se definen los eventos
siguientes: A = {la persona es mayor de 21}; B = {la persona es menor de 21};
C = {la persona es hombre}; D = {la persona es mujer}. Evaluar lo siguiente.

a) P(BUD)
by P(A°NCF)

2.2. En una habitacién 10 personas tienen insignias numeradas del 1 al
10. Se eligen tres personas al azar y se les pide que dejen la habitacién
simultineamente y se anotan los niimeros de las insignias.

a) <{Cual es la probabilidad de que el nimero menor de las insignias sea 5?
by ZCuadl es la probabilidad de que el mimero mayor de las insignias sea 5?

2.5. a) Supéngase que se escriben tres digitos 1,2 y 3 en un orden aleatorio.
¢Cudl es la probabilidad de que al menos un digito ocupe su lugar propio?

43 Lo mismo que ¢) con los digitos 1, 2, 3 y 4.

¢y Lo mismo que @) con los digitos 1,2,3, ..., n. [Sugerencia: Usar (1.7).]

d) Discutir la respuesta de ¢) si n es grande.

2.4. Un cargamento de 1500 lavadoras contiene 400 defectuosas y 1100 no
defectuosas. Se eligen al azar 200 lavadoras (sin sustitucién) y se clasifican.

a) {Cuadl es la probabilidad de que se encuentren exactamente 90 articulos
defectuosos?

b) <Cudl es la probabilidad de que se encuentren al menos 2 articulos defec-
tuosos?



Problemas 41
™~ ns
175991
2.5. Diez fichas numeradas del 1 al 10 se mezclan en una palangana. Se sacan

de la palangana dos fichas numeradas (X,Y) una y otra vez sin sustitucién.
¢Cudl es la probabilidad de que X + Y = 10?

2.6. Un lote consta de 10 articulos sin defecto, 4 con pequeios defectos y 2
con defectos graves. Se elige un articulo al azar. Encontrar la probabilidad de
que: .

a)) no tenga defectos,
b) no tenga defecto grave,
¢) que no tenga defecto o que tenga un defecto grave.

2.7. Si del mismo lote de articulos descritos en el problema 2.6 se escogen
dos articulos (sin sustitucién), encontrar la probabilidad de que:

a) ambos sean buenos, b) ambos tengan defectos graves,
¢) alo menos uno sea bueno, d) alo mds uno sea bueno,
¢) exactamente uno sea bueno, /) ninguno tenga defectos graves,

£) ninguno sea bueno.

2.8. Un producto se arma en tres ctapas. En la primera etapa hay 5 lineas de
armado, en la segunda, 4 lincas de armado y en la tercera, 6 lincas de armado.
¢De cuéntas maneras puede moverse cl producto en ¢l proceso de armado?

2.9. Un inspector visita 6 miquinas diferentes durante el dia. A fin de
impedir que los operadores sepan cudndo inspeccionard, varia el orden de las
visitas. {De cudntas maneras puede hacerlo?

2.10. Un mecanismo complejo puede fallar en 15 partes diferentes. Si falla
en 3 partes <de cudntas maneras pucde suceder?

2.11. Hay 12 maneras en las cuales un articulo manufacturado puede tener
un pequeno defecto y 10 maneras en las cuales puede tener un defecto mayor.
{De cuintas maneras puede ocurrir un defecto menor y uno mayor? ¢2 defectos
menores y 2 defectos mayores?

2.12. Un mecanismo puede ponerse en cuatro posiciones, digamos a,b, ¢ y
d. Hay 8 de tales mecanismos en un sistema.

a) <{Dc cudntas maneras puede instalarse este sisterna?

b) Supéngase que dichos mecanismos estdn instalados en algiin orden (li-
neal) preasignado. {De cudntas maneras posibles se instalan los mecanismos, si
dos mecanismos adyacentes no estdn en la misma posicién?

c¢) <{Cudntas maneras son posibles si s6lo se usan las posiciones a y b con la
misma frecuencia? '

d) <Cuéntas maneras son posibles si s6lo se usan dos posiciones diferentes y
una de ellas aparece tres veces mas a menudo que la otra?

P U
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2.13. Supdngase que de N objetos se eligen = al azar, con sustitucién.
¢Cudl es la probabilidad de que ningin objeto sea elegido mdis de una vez?
(Supéngase que n < N.)

2.14. Con las letras a,b,c,d,e y f, dcudntas palabras clave de 4 letras se
pueden formar, si

a) ninguna letra se pucde repetir?
b) cualquier letra se puede repetir cualquier nimero de veces?

2.15. Supdngase que (959) =ay (9,3) = b. Exprese (19050) en términos de
a 'y b. [Sugerencia: No se calculen las expresiones anteriores para resolver este
problema.]

2.16. Una caja contienc esferas numeradas 1,2, ..., n. Se escogen dos esferas
al azar. Encontrar la probabilidad de que los niimeros sobre las esferas sean
enteros consecutivos, si

a) las esferas se escogen sin sustitucién,
b) las esferas se escogen con sustitucién.

2.17. ¢Cudntos subconjuntos que contengan al menos un elemento se pue-
den formar de un conjunto de 100 elementos?

2.18. Entre los nimeros 1,2,...50 se escoge uno al azar. <Cudl es la
probabilidad de que el nimero escogido sea divisible entre 6 o entre 8?

2.19. De 6 nimeros positivos y 8 nimeros negativos se eligen 4 nimeros
al azar (sin sustitucién) y se multiplican. ¢Cual es la probabilidad de que el
producto sea un ndmero positivo?

2.20. Cierta sustancia quimica se forma mezclando 5 liquidos distintos. Se
propone verter un liquido en un cstanque y agregar sucesivamente los otros
liquidos. Todas las combinaciones posibles se deben probar para establecer
cudl da mejor vesultado. {Cudntas pruebas deben hacerse?

2.21. Un lote contiene n articulos. Si se sabe que r articulos son defectuosos
y se inspeccionan al azar y en forma sucesiva, ccudl es la probabilidad de que el
k-ésimo articulo (k > r) inspeccionado sea el Gltimo defectuoso en el lote?

2.22. r nameros (0 < r < 10) se escogen al azar con sustitucién entre los
nameros 0,1,2,...,9. {Cudl es la probabilidad de que dos no sean iguales?




3.1 Probabilidad condicional

Consideremos de nuevo la diferencia que existe entre clegir al azar un
articulo de un lote con o sin sustitucién. En el ejemplo 2.4, el lote te-
nia la siguiente composicién: 80 articulos sin defectos y 20 defectuosos.
Supéngase que elegimos dos articulos: @) con sustitucién y b) sin susti-
tucién.

Definamos los eventos siguientes:

A = {el primer articulo es defectuoso},

B = {el segundo articulo es defectuoso}.

Si escogemos con sustitucién, P(A) = P(B) = %)0— = {. Cada vez que
elegimos, en el lote hay 20 articulos defectuosos de un total de 100. Sin
embargo, si elegimos sin sustitucién, los resultados no son totalmente
inmediatos. Todavia es verdad, por supuesto, que P(A) = % Pero,
dcudl es el valor de P(B)? Es evidente que con el propésito de calcular

P(B) deberiamos conocer la composicién del lote cuando se escoge el
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segundo arliculo. En otras palabras, deberiamos saber si el evento A
ocurrié o no. Este ejemplo indica la necesidad de presentar el siguiente
concepto importante.

Sean A y B dos eventos asociados con un experimento . Indiquemos
con P(B | A) la probabilidad condicional del evento B, dado que A ha
ocurrido.

En el ejemplo anterior, P(B | A) = %. Porque si A ha ocurrido,
entonces, al sacar por segunda vez, sélo quedan 99 articulos, de los
cuales 19 son defectuosos.

Cada vez que calculamos P(B | A), esen-
cialmente estamos calculando P(B) respec-
to al espacio muestral reducido A, en vez de es-
pacio muestral original S. Consideremos el
diagrama de Venn de la figura 3.1.

Cuando calculamos P(B) nos pregunta-
mos qué tan probable es que estemos en B,
sabiendo que debemos estar en S, y cuando
evaluamos P(B | A) nos preguntamos qué
tan probable es que estemos en B, sabiendo
que debemos estar en A. (Esto es, el espacio
muestral se ha reducido de S a A.)

FiGcura 3.1

Pronto daremos una definicién formalde P(B | A). Por el momento,
sin embargo, seguiremos con nuestra nocién intuitiva de probabilidad
condicional y consideraremos un ejemplo:

EjeMPLO 3.1. Se lanzan dos dados normales y se anotan los resul-
tados (z,z2), donde z; es el resultado del i-ésimo dado, ¢ = 1,2. Por
tanto, cl espacio muestral S se puede representar por el siguiente arre-
glo de 36 resultados igualmente posibles:

(L,1)  (L,2) ...  (1,6)

(2,1)  (22) ... (2,6)
s=3" - :

6,1) (62 ... (6,6)

Consideremos los dos eventos siguicntes:

A= {(l‘l,a“vg) | T+ w9 = 10}, D= {(131,.”[,‘2) l ry > :L‘z}.
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Asi A = {(5,5),(4,6),(6,4)} y B = {(2,1),(3,1),(3,2),...,(6,5)}. Por
tanto, P(4) = & y P(B) = . Ademids, P(B | A) = }, ya que el
espacio muestral es ahora A (que son tres resultados), y s6lo uno de
cllos es consistente con el evento B. De manera semejante, podemos
calcular P(A | B) = 1—15

Finalmente, calculemos P(A N B). El evento (A N B) ocurre si y
sélo si la suma de los dos dados es diez y el primer dado indica un
valor mayor que el segundo. Solamente hay un resultado y, por tanto,
P(AN D) = 316 Si observamos con cuidado los diversos nimeros que
antes hemos calculado, concluimos que se cumple lo siguiente:

’

P(AlB):P_(;mB)

(B)

Sucede que esas relaciones no sélo aparecen en los ejemplos particu-
lares que hemos considerado, sino que son completamente generales y
nos dan un medio de definir formalmente la probabilidad condicional.

Para justificar esta definicién, volvamos al concepto de frecuencia re-
lativa. Supongamos que un experimento ¢ sc¢ ha repetido n veces. Sean
ng,np, y nanp €l nimero respectivo de veces que los eventos A, B y
A N B han ocurrido en las n repeticiones. <Cudl es el significado de
nanp/ma? Representa la frecuencia relativa de B entre esos resultados
en los que A ocurrié. Esto es, n4qp/n 4 es la frecuencia relativa condi-
cional de B, dado que A ocurrié.

Podemos escribir n gnp/n 4 como sigue:

P(AN B)
P(A)

P(B|A) =

nAnB _ manB/n _ fanB

ny na/n fa

donde fgqnp y fa son las frecuencias relativas de los eventos A N B
y A, respectivamente. Como ya hemos indicado (y demostraremos
mas adelante), si n, el ndmero de repeticiones es grande, f4np estara
cercana a P(AN B)y f4 estard cercana a P(A4). Por lo tanto, la relacién
anterior sugiere que n np/n4 estard cercana a P(D | A). Asi, hacemos
la siguiente definicién formal:

Definicién.

P(AN B)_

P(B|A)=—F(—A—)”,

dado que P(A) > 0. (8.1
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Observaciones: a) Es importante darse cuenta de que lo anterior no es un
tcorecma (no demostramos nada), ni un axioma. Simplemente presentamos la
nocién intuitiva de probabilidad condicional y luego hicimos la definicién for-
mal de lo que entendemos por esta nocién. Elhecho de que nuestra definicién
formal corresponda a nuestra nocién intuitiva esti comprobado por el parrafo
que precede a la definicién.

b) Es muy sencillo comprobar que P(B | A) para un valor de A fijo satisface
los diversos postulados de la probabilidad, ecuacién (1.3). (Véase el Prob. 3.22.)
Esto es, tenemos:

10 < P(B|A) <1,

NP(S|A) =1,

3/)P(Bl UBy | A)=P(B1 |A)+ P(Bz|A) si BiNBy= 9, (3.2)

4,)P(BIUB2U"'|A):P(31|A)+P(B‘2|A)+"‘ si BiﬂB]‘:@
parai # j.

¢) SitA=S,P(B|S)=P(BNS)/P(S)= P(B).

d) Con cada evento B C S podemos asociar dos nimeros, P(B), la probabi-
lidad (no condicional)de B y P(B | A), la probabilidad condicional de B, dado
que algin cvento A (para el cual P(A) > 0) ha ocurrido. En general, esas dos
medidas de probabilidad asignardn probabilidades distintas al evento B, como
se indicé en los ejemplos precedentes. En breve estudiaremos un importante
caso especial, en el cual P(B) y P(B | A) son la misma.

¢) Notese que la probabilidad condicional estd definida en términos de la
medida de probabilidad no condicional P. Esto es, si conocemos P(B) para
cada B C S podemos calcular P(B | A) paracada B C S.

Asi tenemos dos maneras de calcular la probabilidad condicional
P(B| A):

a) En forma directa considerando la probabilidad de B respecto al
espacio muestral reducido A.

b) Usando la definicién anterior, donde P(AN B) y P(A) se calculan
respecto al espacio muestral original S.

Observacion: Si A = S, obtenemosP(B | S) = P(BNS)/P(S) = P(B), puesto
que P(S) =1y BN S = B. Asidebe ser, porque decir que S ha ocurrido, s6lo
ndica que el experimento se ha realizado.

EJEMPLO 3.2. Supéngase que en una oficina hay 100 miquinas
calculadoras. Algunas de esas mdquinas son eléctricas (), mientras que
otras son manuales (M). Ademds, algunas son nuevas (N), mientras las
otras son usadas (U/). La tabla 3.1 da el nimero de méquinas de cada
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categoria. Una persona entra en la oficina, escoge una maquina al azar
y descubre que es nueva. {Cudl es la probabilidad de que sea eléctrica?
En términos de la notacién presentada deseamos calcular P(E | N).

TaBLa 3.1
E M
40 30 70

u |20 10 30

60 40 | 100

Sélo considerando el espacio muestral reducido N (es decir, las 70
médquinas nuevas), tenemos que: P(E | N) = 7§ = #. Usando la

definicién de probabilidad condicional, tenemos que:

P(ENN) _ 40/100 _ 4

P(EIN) = P(N) ~ 70/100 7

La consecuencia mds importante de la definicién de probabilidad
condicional anterior se obtiene escribiéndola de la manera siguiente:

P(ANB)=P(B|A)P(A)
lo que equivale a (3.33)
P(ANB)= P(A| B)P(B).

Esto también se conoce como el teorema de multiplicacién de probabili-
dades.

Podemos aplicar este teorema al cdlculo de la probabilidad de la
ocurrencia simultdnea de los dos eventos Ay B.

EJEMPLO 3.3. Consideremos otra vez ¢l lote analizado al principio de
laseccién 3.1, el cual consta de 20 articulos defectuosos y 80 sin defectos.
Si escogemos 2 articulos al azar, sin sustitucién, ¢cudl es la probabilidad
de que ambos articulos sean defectuosos?

Como antes, definimos los eventos A y B como sigue:

A = {el primer articulo es defectuoso},

B = {el segundo articulo es defectuoso}.
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Por lo tanto, necesitamos P(AN B), que puede calcularse de acuerdo
con la fé6rmula anterior, como P(B | A)P(A). Pero P(B | A) = Sl)_g’
mientras que P(A4) = —é Por lo tanto,

19
P(ANB)= —
( ) 495
Observacidn: El anterior teorema de la multiplicacién (3.3a) se puede gene-
ralizar a mas de dos eventos de la siguiente manera:

P[AlﬂAgﬂ- . ~ﬂAn] = P(Al)P(A2 l Al)P(Ag | A1, A) - 'P(An | Aq, .. .,An_1)
(3.3b)

Por un momento considérese si podemos hacer una afirmacién gene-
ral de la magnitud relativade P(A | B)y P(A). Consideremos los cuatro
casos ilustrados con los diagramas de Venn en la figura 3.2. Tenemos:

a) P(A] B) = 0 < P(A), puesto que A no puede ocurrir si B ha
ocurrido.

b) P(A| B) = P(ANn B)/(P(B) = [P(A)/P(B)] > P(A), puesto que
0<P(B)<L1.

¢) P(A| B)= P(ANnB)/P(B)= P(B)/P(B)=12> P(A).

d) En este caso no podemos hacer ninguna afirmacién acerca de la
magnitud relativa de P(A | B) y P(A).

S B 8 I S S
A B A B
(a) AnB=9@ (b) ACB (c) Bc A (d) Ninguno de estos casos
FIGURA 3.2

Nétese que dos de los casos anteriores, P(A) < P(A | B), en un caso,
P(A) > P(A | B).y en el cuarto caso no podemos hacer ninguna clase
de comparaciones.

Anteriormente usamos el concepto de probabilidad condicional con
el fin de evaluar la probabilidad de la ocurrencia simultdnea de los dos
eventos. Para calcular la probabilidad de un solo evento A, podemos
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aplicar este concepto de otra manera. Necesitamos la siguiente defini-
cién.

Definicién. Decimos que los eventos Bp, By,..., By representan
una particién del espacio muestral § si:

a) B;N Bj = @ paratodai # j.

k
by U B;=8.
1=1

¢) P(B;) > 0 paratoda 1.

-

En otras palabras, cuando se efectia
el experimento ¢, ocurre uno y sélo
uno de los eventos B;. FIGURA 3.3

(Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado By = {1,2}, B; =
{3,4,5} y B3 = {6} representarian una particién del espacio muestral,
mientras que C1 = {1,2,3,4} y C2 = {4,5,6} no lo harfan.)

Sea A algin evento respecto a Sy sea By, Ba,..., By, una particién
de S.

El diagrama de Venn de la figura 3.3 ilustra esto para k = 8. Por
tanto, podemos escribir

A=ANBiUANByU---UAN By.

Por supuesto algunos de los conjuntos A N B; pueden ser vacios,
pero esto no invalida la anterior descomposicién de A. Lo importante
es que todos los eventos A N By,..., AN By son parejas mutuamente
excluyentes. Por lo tanto, podemos aplicar la propiedad aditiva para
este tipo de eventos (Ec. 1.3) y escribir:

P(A) = P(AﬂBl)+ P(AOBQ)J{' R o P(AﬁBk).
Sin embargo, cada término P(A N B;) se puede expresar como
P(A | B;)P(Bj)y, por lo tanto, obtenemos el llamado teorema de la

probabilidad total:

P(A) = P(A| B1)P(B1)+FP(A| By)P(B2)+- -+ P(A| By)P(By)-(3.4)
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Este resultado feprésénta una relacién muy 1til, ya que cuando se
busca P(A) frecuentemente puede ser dificil calcularlo de manera di-
recta. Sin embargo, con la informacién adicional de que Bj ha ocurrido,
podemos calcular P(A | Bj) y entonces usar la férmula anterior.

EJEMPLO 3.4. Consideremos (por tltima vez) el lote de 20 articulos

defectuosos y 80 sin defectos, de los cuales escogemos dos articulos sin
sustitucién. Nuevamente definimos A y B:

A = {el primer articulo elegido es defectuoso},
B = {el segundo articulo elegido es defectuoso}.
ahora podemos calcular P(B) como sigue:
P(B)= P(B| A)P(A) + P(B| A°)P(A°).

Usando uno de los calculos ya hechos en el ejemplo 3.3, encontramos

quc

H

19 1 22 4 1
P(B)=g-5+555=5
Este resultado pucde ser un poco sorprendente, particularmente si
el lector recuerda que al comienzo de la seccién 3.1 encontramos que

P(B) = % cuando escogemos los articulos con sustitucién.

EjempLO 3.5. Cierto articulo se manufactura en tres fdbricas, diga-
mos 1, 2y 3. Se sabe que la primera produce el doble de articulos que la
segunda y que ésta y la tercera producen el mismo niimero de articulos
(durante un periodo de produccién especificado). Se sabe también que
el 2% de los articulos producidos por las dos primeras es defectuoso,
mientras que el 4% de los manufacturados por la tercera es defectuoso.
Todos los articulos producidos se colocan en una fila y se escoge uno al
azar. {Cudl es la probabilidad de que este articulo sea defectuoso?

Definamos los siguientes eventos:

A = {el articulo es defectuoso},  B; = {cl articulo proviene de 1},

By = {el articulo proviene de 2}, B3 = {el articulo proviene de 3}.
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Nosotros necesitamos P(A) y, usando el resultado anterior, podemos
escribir:

P(A) = P(A| B1)P(By) + P(A| By)P(B;) + P(A| B3)P(B3).

Ahora P(B;) = 3, mientras que P(B;) = P(B;) = 1. También
P(A | By) = P(A | By) = 0.02, mientras que P(A | B3) = 0.04.

Poniendo sus valores en la expresién anterior obtenemos P(A) = 0.025.

Observacion: Con el teorema de la probabilidad total, en quimica se ha
observado la siguicnte analogia. Supéngase que k matraces que contienen
diferentes soluciones de la misma sal hacen un litro. Sea P(B;) el volumen
del i-ésimo matraz y P(A | B;) la concentracién de la solucién en el i-ésimo
matraz. Si combinamos todas las soluciones en un matraz y suponemos que
P(A) indica la concentracién de la solucién resultante, obtenemos:

P(A) = P(A| By)P(B1) + -+ + P(A | By) P(By).

3.2 Teorema de Bayes

Podemos usar el ejemplo 3.5 para demostrar otro resultado importante.
Supongamos que del depésito se escoge un articulo y se encuentra
que es defectuoso. <Cudl es la probabilidad de que se produjese en la
primera fébrica?

Usando la notacién antes presentada, necesitamos P(B; | A). Pode-
mos calcular esta probabilidad como una consecuencia de la siguiente.
Sean Bj,..., By una particién del espacio muestral S y A un evento
asociado con S. Aplicando la definicién de probabilidad condicional,
podemos escribir:

P(A| B)P(B,)

sk_P(A| Bj)P(B;)

P(B; | A) =

=1,2,... k. (3.5)

Este resultado se conoce como teorema de Bayes. También se le llama
férmula para la probabilidad de las “causas”. Puesto que las B; son una
particion del espacio muestral, uno y sélo uno de los eventos B; ocurre.
(Esto es, uno de los eventos B; debe ocurrir y solamente uno.) Por lo
tanto, la férmula anterior nos da la probabilidad de un B; particular
(esto es, una “causa”), dado que el evento A ha ocurrido. Para aplicar
este teorema debemos conocer los valores de las P(B7). Muy a menudo
esos valores no son conocidos y esto limita la aplicabilidad del resultado.
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I1a existido una considerable controversia acerca del teorema de Bayes,
cl cual en términos matecmiticos es perfectamente correcto, sélo la
cleccién impropia para P(B;) hace objetable el resultado.

Volviendo a la pregunta propuesta anteriormente y aplicando ahora
la ecuacién (8.5), obtenemos:

(0.02)(1/2)
(0.02)(1/2) + (0.02)(1/4) + (0.04)(1/4)

Observacidn: Otra vez podemos encontrar en quimica una analogia con el
teorema de Bayes. En k matraces tcnemos soluciones de la misma sal, pero en

P(By|A)= = 0.40.

concentraciones diferentes. Supongamos que el volumen total de la solucién es
un litro. Indicando el volumen de la solucién en el i—ésimo matraz con P(B;) y
la concentracién de la sal en ese mismo matraz con P(A | B;), encontramos que
la ecuacién (3.5) da la proporcién de la cantidad completa de sal encontrada
en ¢l i-ésimo matraz.

La siguicente ilustracién del teorema de Bayes nos dard la oportuni-
dad de introducir la idea de diagrama de drbol, método muy 1til para
analizar ciertos problemas.

Supéngase que varias cajas de caramelos son de dos tipos, digamos
Ay B. Eltipo A contiene 70% de caramelos dulces y 30% de caramelos
acidos, mientras que en el tipo B dichos porcentajes estdn invertidos.
Adn mis, supéngase que el 60% de todas las cajas de caramelos son del
tipo A, mientras que el resto son del tipo B.

Ahora estamos ante el siguiente problema de decisién. Usted recibe
una caja de dulces de tipo desconocido. Se le permite sacar una muestra
de caramelo (una situacién ciertamente no real, pero que nos permite
presentar las ideas importantes sin mucha complicacién y con esta in-
formacién debe decir si cree que se le ha sido ofrecido el tipo A o el tipo
B. Elsiguiente “diagrama de arbol” (llamado asi por las diversas trayec-
torias o ramas que aparecen) nos ayudard a analizar el problema. (S}, y
S, indican la eleccién de un caramelo dulce o 4cido, respectivamente.)

Sw
A So
Sw

So
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Hagamos unos cuantos célculos:
P(A)=0.6; P(B)=04; P(Sy | A) =0.7;

P(S, | A) = 0.3; P(S, | B) = 0.3; P(S, | B) =0.7.

Lo que en realidad deseamos saber es P(A | Sy, ), P(A| Sy), P(B | Sy )
y P(B | Sy ). Esto es, suponiendo que realmente escogimos un caramelo
dulce, ¢qué decisién estarfamos mads inclinados a hacer? Comparemos
P(A|Sy)y P(B| Sy ). Utlizando la férmula de Bayes tenemos

P(S,, | A)P(A)

P(Sy | A)P(A) + P(Sw | B)P(B)
(0.7)(0.6) 7
(0.7)(0.6) + (0.3)(0.4) — 9

P(A|Sy) =

Un célculo similar nos da P(B | Sy, ) = 2/9.

Asi, con base en la evidencia que tenemos (es decir, la obtencién de
un caramelo dulce) es 3% veces mds probable que se trate de una caja
del tipo A que del tipo B. Por lo tanto, decidirfamos, posiblemente, que
el caramelo se obtuvo de una caja tipo A. (Por supuesto, podriamos
estar equivocados. Lo interesante del andlisis anterior es que elegimos
la alternativa que parece mas probable con base en los pocos datos que
tenemos.)

En términos del diagrama de arbol, lo que realmente necesitibamos
(e hicimos) en los cdlculos precedentes fue un anilisis “hacia atrds”. Esto
es, dado lo que observamos, en este caso S}, {qué tan probable era
escoger el tipo A?

Una situacién més interesante aparece si se nos permite elegir dos
caramelos antes de decidir si es escogido el tipo A o el tipo B. En este
caso, el diagrama de drbol aparecerd como sigue.

T T L
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Sw, Sw
Sw, So or Sg, Sw

So, So
Sw, Sw

Sw, So or So, Sw
So, So
En el problema 3.26 se le pide a usted decidir de cuél de los dos tipos,

A o B, estd tomando muestras, scgtin los tres resultados experimentales
posibles que observa.

3.3 Eventos independientes

Hemos considerado dos eventos A y B que no pueden ocurrir de ma-
nera simultdnea, esto es A N B = @. Tales eventos se designaron mu-
tuamente excluyentes. Antes indicamos que si A y B son mutuamente
excluyentes, entonces P(A | B) = 0, porque la ocurrencia de B im-
pide la ocurrencia de A. Por otra parte, tenemos el caso, ya discutido
anteriormente, ecn que B D Ay, por lo tanto, P(B | A) = 1.

En cada uno de los casos anteriores, sabiendo que B ocurrié, se nos
dio una informacién precisa sobre la probabilidad de la ocurrencia de
A. Sin embargo, hay muchos casos en los cuales se sabe que si un evento
B ocurre, no tiene influencia alguna en la ocurrencia o no ocurrencia

de A.

EJEMPLO 3.6. Supongamos que un dado normal se lanza dos veces.
Definiremos los eventos A y B como sigue:

A = {el primer dado muestra un ntimero par},
B = {el segundo dado muestra un 5 o un 6}.
Por intuicién sabemos que los eventos A y B no estin relacionados.

Saber que B ocurre no proporciona informacién acerca de la ocurrencia
de A. De hecho, el siguiente célculo lo pone de manifiesto. Tomando
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como nuestro espacio muestral los 36 resultados 1%ua1mente posibles
18

del ejemplo 3.1, encontraremos que P(A4) = 55 = 3, P(B) = 36 = 31;,
mientras que P(AN B) = 3%— = % Por lo tanto,

1
P(A|B):ﬂ/}(—?§l % %

Asi encontramos, como era de suponer, que la probabilidad no con-
dicional es igual a la probabilidad condicional P(A | B). De modo se-
mejante

1
P(B|A):P(I])}(—2)A):%:§=P(B).

Por lo tanto, podriamos inclinarnos a decir que A y B son indepen-
dientes si y sélosi P(B | A) = P(A) y P(B | A) = P(B). Aunque esto
serfa esencialmente apropiado, hay otro método que evita la dificultad
encontrada aqui, a saber, que ambos, P(A) y P(B), deben ser diferentes
de cero antes de que las igualdades anteriores sean significativas.

Consideremos P(A N B), suponiendo que las probabilidades condi-
cionales anteriores sean iguales a las probabilidades no condicionales
correspondientes. Tenemos

P(ANB) = P(A| B)P(B) = P(A)P(B

)
P(ANB) = P(B| A)P(A) = P(B)P(A).

Asi encontramos que, como ni P(A) ni P(B) son iguales a cero,
las probabilidades no condicionales son iguales a las probabilidades
condicionales si y sélo si P(AN B) = P(A)P(B). Aqui hacemos la
siguiente definicién formal. [Si P(A) o P(B) es igual a cero, esta
definicién es adan vilida.]

Definicién. Ay B son evenlos independientes siy s6lo si
P(ANn B) = P(A)P(B). (3.6)
Observacion: Esta definicién es esencialmente equivalente a la que antes
se sugirié, es decir, que A y B son independientes si P(B | A) = P(B)y

P(A | B) = P(A). Esta ultima forma es un poco mas intuitiva, porque
afirma precisamente lo que hemos estado tratando de decir antes: A y B son
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independientes si ¢l conocimiento de la ocurrencia de A no influye de modo
alguno en la probabilidad de la ocurrencia de B.

Que la definicién formal adoptada también tiene cierto caricter intuitivo,
puede verse al considerar el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.7. Veamos otra vez el ejemplo 3.2. Consideremos
primero la tabla siguiente sélo con los valores marginales dados.

E M
N 70
U 30
60 40 100

Esto es, hay 60 madquinas eléctricas y 40 manuales. Del total, 70 son
nuevas, mientras que 30 son usadas. IHay diversas maneras de colocar
los datos en la tabla, consistentemente con los totales marginales dados.
A continuacién anotamos algunas de esas posibilidades.

E M E M E M
N | 60 10| 70 N |30 40| 70 N | 42 28 70
uj o 30 30 Ul 30 0| 30 Uj18 12| 30

60 40 100 60 40 100 60 40 100
@) (b) ©

Consideremos la tabla a). Aqui todas las mdquinas eléctricas son
nuevas, y fodas las usadas son manuales. Asi hay una relacién obvia
(no necesariamente causal) entre las caracteristicas de ser eléctricas y
ser nuevas. De igual manera, en la tabla b) todas las maquinas manuales
son nuevas y fodas las usadas son eléctricas. Otra vez parece existir
una relacién definida entre esas caracteristicas. Sin embargo, cuando
observamos la tabla ¢), ¢l panorama es muy diferente. Aqui no existe
una relacién aparente. Por ejemplo, el 60% de todas las mdquinas
son eléctricas. De modo semejante, el 70% de todas las mdquinas son
nuevas, y exactamente el 70% de las maquinas manuales son nuevas,
etc. Asi, no es evidente que las caracteristicas de “ser nuevas” y “ser
cléctricas” tengan alguna relacién entre si. Por supuesto, esta tabla se
construyé precisamente de modo que exhiba esta propiedad. {Cémo se
obtuvieron los datos de esta tabla? Simplemente aplicando la ecuacién
(8.6); es decir, como P(E) = T%Oﬁ y P(N) = %06 debemos tener,
por independencia, P(E N N) = P(E)P(N) = f%%. Por lo tanto,
la colocacién del dato en la tabla que indica el nimero de mdquinas
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eléctricas nuevas estd dada por el ndmero 42. Las otras ubicaciones se
obtuvieron de un modo semejante.

En la mayor parte de las aplicaciones supondremos la independencia
de los dos eventos A y B, y luego usaremos esta suposicién para calcular
P(A N B), como P(A)P(B). En general, las condiciones fisicas en
las cuales se realiza el experimento hardn posible determinar si tal
suposicién se justifica o si al menos lo hace aproximadamente.

EJEMPLO 3.8. Consideremos un lote grande de articulos, digamos
10 000. Supongamos que el 10% de estos articulos es defectuoso y el 90%
no. Se escogen dos articulos. ¢Cuil es la probabilidad de que ambos no
sean defectuosos?

Definamos los eventos Ay B asi:

A = {primer articulo no es defectuoso},

B = {segundo articulo no es defectuoso}.

Si suponemos que el primer articulo se sustituye antes de elegir
el segundo, entonces se puede suponer que los eventos A y B son
independientes y, por tanto, P(ANB) = (0.9)(0.9) = 0.81. Sin embargo,
en forma mds real, el segundo articulo se escoge sin sustituir el primero.
En este caso,

P(AN B) = P(B|A)P(A) = §335(0.9)

que es aproximadamente 0.81. Asf, aunque A y B no son independien-
tes en el segundo caso, la suposicién de independencia que simplifi-
ca en forma considerable los cdlculos sélo causa un error despreciable.
(Recuerde cl objetivo de un modelo matematico como el que se descri-
bié en la seccién 1.1.) Si hubieran existido s6lo pocos articulos en el lote,
digamos 30, la suposicién de independencia habria producido un gran
error. Por esto es importante verificar con cuidado las condiciones en
las cuales se realiza el experimento, a fin de establecer la validez de la
suposicién de independencia entre varios eventos.

EJEMPLO 3.9. Supéngase que un mecanismo estd formado por dos
componentes acoplados en serie, como se indica en la figura 3.4. Cada
uno de ellos tiene una probabilidad p de no funcionar. {Cudl es la
probabilidad de que el mecanismo funcione?
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—.—-.———-.—.—C
FIGURA 3.4

Es evidente que el mecanismo funcionard si y sélo si ambos compo-
nentes funcionan. Por tanto,

Prob. (mecanismo funcione) = Prob. (C; funcione y C; funcione).

La informacién que hemos dado no nos permite seguir, a menos que
sepamos (o supongamos) que los dos mecanismos trabajan de manera
independiente. Esta puedc o no ser una suposicién realista, que de-
pende de cémo se acoplan las dos partes. Si suponemos que los dos
mecanismos trabajan independientemente, para la probabilidad pedi-
da obtenemos (1 — p)2.

Para nosotros sera muy importante extender la nocién de indepen-
dencia a mds de dos eventos. Consideremos primero tres eventos aso-
ciados con un cxperimento, digamos: A,ByC.SiAyB,AyCyByC
son mutuamente independientes (en el sentido antes dado), entonces no
se deduce, en general, que no haya dependencia entre los tres eventos
A, By C. El siguiente ejemplo (algo artificial) ilustra este punto.

EJEMPLO 3.10. Supongamos que lanzamos dos dados. Definamos
los eventos A, By C como sigue:

A = {el primer dado muestra un niimero par},
B = {el segundo dado muestra un nimero impar},

C = {ambos dados muestran niimeros pares o niimeros impares}.

Tenemos P(A) = P(B) = P(C) = . Adn mids, P(AN B) =
P(ANC) = P(BNC) = %. Por lo tanto, los tres eventos son mutuamente
independientes. Sin embargo, P(ANBNC) =0 # P(A)P(B)P(C).

Este ejemplo motiva la siguiente definicién.

Definicién. Decimos que los tres eventos, A, B 'y C', son mutuamente
independientes si y s6lo si todas las condiciones siguientes se mantie-
nen:
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P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C),

P(BNC) = P(B)P(C), P(ANBNC)= P(A)P(B)P(C). (3.7)
Finalmente generalizaremos esta nocién a n eventos en la siguiente
definicién.
Definicién. Losn eventos Ay, Ag, ..., Ay son mutuamente indepen-
dientes si y s6lo si tenemos para k = 2,3,...,n,
P(Ail N A,‘Z N---N Aik) = P(Ail)P(Aiz) <o P(A,'k). (3.8)

(Hay 2™ — n — 1 condiciones juntas anotadas; véase el Prob. 3.18.)

Observacion: En la mayor parte de las aplicaciones no necesitamos verificar
todas estas condiciones, ya que en general suponemos la independencia (con base
en lo que sabemos acerca del experimento). Nosotros entonces usamos esta su-
posicién para calcular, digamos: P(A; NA;,N---NA;, ) como P(A;)P(4;,) -
P(4;,).

—i

Orit—@ ——20
3 4

11 11
11 IR

FIGURA 3.5

EJEMPLO 3.11. La probabilidad de cerrar cada uno de los relevado-

res del circuito que se indica en la figura 3.5 estd dada por p. Sitodos los

“relevadores funcionan independientemente, ¢cudl es la probabilidad de
que exista una corriente en los terminales I y D?

Sea A; el evento que representa {relevador ¢ estd cerrado}, ¢ =
1,2,3,4. Sea E el evento que representa {la corriente pasa de I a D}.
Por tanto, £ = (A; N A2) U (A3 N Ay). (Note que Ay N Ay y A3 N A4 no
son mutuamente excluyentes.) Asf,

P(E) = P(A1NAs)+ P(A3N Ay) — P(Ay N Ay N A3 N Ay)
=2 pt—pt =27 —pt
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K
B

N
FIGURA 3.6

EJEMPLO 3.12. Supdngase otra vez que en el circuito de la figura
3.6 la probabilidad de que cada uno de los relevadores esté cerrado es
p y que todos los relevadores funcionan independientemente. ¢Cudl es
la probabilidad de que exista una corriente entre los terminales I y D?

Usando la misma notacién como en ¢l ejemplo 3.11, tenemos que

P(E)= P(A1NA)+ P(45) + P(A3 N Ay) — P(A; N A3 N As)
— P(A1NAy;NA3NAy) — P(AsN A3 N Ay)
+ P(A1 N Ay N A3 N Ay N As)
= +p+p’ =0’ —pt =P 0 = p+ 2t -2’ —pt 4+
Para cerrar este capitulo indiquemos una solucién muy comdn, pero

errénea, del problema.

EJEMPLO 3.13. Suponga que entre seis pernos, dos son més cortos
que una longitud especifica. Sise escogen dos pernos al azar, {cudl es la
probabilidad de escoger los dos mds cortos? Sea A; el evento {el i-ésimo
perno elegido es corto}, 1 =1, 2.

Por lo tanto, queremos evaluar P(A; N Ag). La solucién correcta se
obtiene, naturalmente, al escribir

, 2
P(A1 N Ap) = P(4; | ADP(A) =} - § = £
LLa solucién comun, pero incorrecta, es escribir:

P(AlmAZ):P(Az)P(Al):%~%:

—
o‘"‘“

Por supuesto, lo importante es que aunque la respuesta es correcta, la
identificacién de —é— con P(Ajy) es incorrecta; % representa P(As | Ap).
Para evaluar P(A2) en forma correcta, escribimos

P(Az) = P(Ag | A P(A)) + P(Ay | AP(AS) =1 24 2.4 =1L
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3.4 Consideraciones esquemdticas; probabilidad
condicional e independencia

La solucién esquemdtica siguiente puede ser util para comprender el
concepto de probabilidad condicional. Supéngase que A y B son dos
eventos asociados con un espacio muestral, para el cual las distintas
probabilidades se indican en el diagrama de Venn que aparece en la

figura 3.7.
A e B

0.2

FiGURA 3.7

Por lo tanto, P(AN B) = 0.1, P(A) = 0.1+ 03 = 04y P(B) =
0.1+0.4=0.5.

En seguida, representemos las diversas probabilidades con las dreas
de los rectingulos como en la figura 3.8. En cada caso, las regiones
sombreadas indican el evento B: en el rectdngulo de la izquierda repre-
sentamos AN By en el de la derecha A' N B.

0.6

FIGURA 3.8

Supongamos ahora que deseamos calcular P(B | A). Asi s6lo ne-
cesitamos considerar 4; esto es, A' puede ignorarse en los célculos.
Notemos que la proporcién de B en A es 1/4. (Esto lo podemos verifi-
car también al aplicar la ecuacién (3.1): P(B | A) = P(An B)/P(A) =
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0.1/0.4 = 1/4.) Por lo tanto, P(B' | A) = 3/4; el diagrama que repre-
senta esta probabilidad condicional se ilustra en la figura 3.9.

B
-
B’ 0.75
B 0.25 0
P 4 FIGURA 3.9

Nétese también que si A se da como ocurrido, todas las probabilida-
des (es decir, 1) se deben asociar con el evento A, mientras que ninguna
de las probabilidades (es decir, 0) estd asociada con A’. Adn mds, nétese
que en el rectdngulo izquierdo, que representa A, sélo las colocaciones
individuales han cambiado de la figura 3.8 a la figura 3.9 (sumando 1
en vez de 0.4). Sin embargo, las proporciones dentro del rectingulo
permanecen iguales (es decir, 3:1).

Ilustremos la nocién de independencia usando el procedimiento
esquemitico presentado anteriormente. Supéngase que los eventos Ay
B se dibujan en la figura 3.10. En ese caso, las proporciones en los dos
rectangulos, que representan Ay A’ son las mismas: 3:1 en ambos casos.
Asitenemos P(B)=0.1+0.15=0.25,y P(BN A) =0.1/0.4 = 0.25.

0.6
0.4
0.45 B
B 0,3
B 01 0.15 5
1 P FIGURA 3.10

Finalmente, por simple inspeccién de la figura 3.8 podemos calcular
las otras probabilidades condicionales:

P(A| B) =1/5 (puesto que 1/5 dcldrea total rectangular que represen-
ta B estd ocupada por A),

P(A"| B) = 4/5.
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PROBLEMAS

3.1. La urna 1 contiene z esferas blancas y y rojas. La urna 2 contiene 2z
esferas blancas y v rojas. Se escoge una esfera al azar de la urna 1 y se ponc
en la urna 2. Entonces se escoge una esfera al azar de la urna 2. {Cudl es la
probabilidad de que esta esfera sea blanca?

3.2. Dos tubos defectuosos se confunden con dos buenos. Los tubos se
rueban, uno por uno, hasta encontrar los defectuosos.
P

a) {Cudl es la probabilidad de encontrar el dltimo tubo defectuoso en la
segunda prueba?

b) ¢{Cudl es la probabilidad de encontrar el dltimo tubo defectuoso en la
tercera prueba?

¢) <Cudl es la probabilidad de encontrar el ultimo tubo defectuoso en la
cuarta prueba?

d) Sumar los nimeros obtenidos ena), b) y¢). ¢Essorprendente el resultado?

3.3.- Una caja conticne 4 tubos malos y 6 buenos. Se sacan dos a la vez. Se
prueba uno de ellos y se encuentra que es bueno. {Cuil es la probabilidad de
que ¢l otro también sea bueno?

3.4. En el problema anterior los tubos se verifican sacando uno al azar, se
prueba y se repite el proceso hasta que se encuentran los cuatro tubos malos.
{Cudl es la probabilidad de encontrar el cuarto tubo malo

a) en la quinta prueba?
b) en la décima prueba?

3.5. Supéngase que A y B son dos eventos independientes asociados con un
experimento. Si la probabilidad de que A o B ocurra es igual a 0.6, mientras
que la probabilidad de que A ocurra es igual a 0.4, determinar la probabilidad
de que B ocurra.

3.6. Veinte articulos, 12 de los cuales son defectuosos y 8 no defectuosos, se
inspeccionan uno después de otro. Si esos articulos se escogen al azar, {cudl es
la probabilidad de que:

a) los dos primeros articulos inspeccionados sean defectuosos?

b) los dos primeros articulos inspeccionados sean no defectuosos?

¢) entre los dos primeros articulos inspeccionados haya uno defectuoso y
uno no defectuoso?

3.7. Supéngase que tenemos 2 urnas, 1 y 2, cada una con dos cajones. La
urna 1 tiene una moneda de oro en un cajén y una de plata en el otro, mientras
que la urna 2 tiene una moneda de oro en cada uno de los cajones. Se escoge
una urna al azar, y de ésta se escoge un cajén al azar. La moneda que se encontré
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en este cajon es de oro. ¢Cudl es la probabilidad de que la moneda provenga
de la urna 2?

3.8. Un bolso contiene tres monedas, una de las cuales estd acunnada con dos
caras, mientras que las otras dos moncdas son normales y no son irregulares.
Se escoge una moneda al azar y se lanza cuatro veces en forma sucesiva. Sicada
vez sale cara, {cudl es la probabilidad de que ésta sea la moneda con dos caras?

3.9. En una fibrica de pernos, las maquinas A, B y C fabrican 25, 35 y
40% de la produccién total, respectivamente. De lo que producen, 5, 4 y 2%
respectivamente, son pernos defectuosos. Se escoge un perno al azar y resulta
ser defectuoso. {cudles son las probabilidades respectivas de que el perno
provenga de la mdquina A, B o C?

3.10. Sean A y B dos eventos asociados con un experimento. Supéngase
que P(A) = 0.4, mientras que P(AU B) = 0.7. Sea P(B) = p.

a) {Para qué eleccién de p son A y B mutuamente excluyentes?
b) {Para qué eleccién de p son A y B independientes?

3.11. Tres componentes de un mecanismo, digamos Cy, Cy y C3 estdn
colocados en serie (en una linea recta). Supéngase que esos mecanismos estan
agrupados en orden aleatorio. Sea R el evento {C; estd aladerechade C1},y S
elevento {C3 estd aladerechade C;}. ¢{Los eventos Ry S son independientes?
{Por qué?

3.12. Se lanza un dado y de manera independiente se escoge al azar una
carta de una baraja normal. {Cudl es la probabilidad de que:

a) cl dado muestre un niimero par y la carta sea de un palo rojo?
b) el dado muestre un nimero par o la carta sea de un palo rojo?

3.13. Un ndmero binario esti compuesto sélo de los digitos 0 y 1. (Por
ejemplo, 1011, 1100, etc.) Esos niimeros tienen un papel importante en el
uso de los computadores electrénicos. Supéngase que un nimero binario estd
formado por n digitos. Supéngase que la probabilidad de que aparezca un
digito incorrecto ¢s p y que los errores en digitos diferentes son independientes
uno de otro. {Cudl es la probabilidad de formar un nimero incorrecto?

3.14. Se lanza un dado n veces. {Cudl es la probabilidad de que “6” salga al
menos una vez en los n lanzamientos?

3.15. Dos personas lanzan tres monedas regulares cada una. ¢Cuél es la
probabilidad de que obtengan el mismo mimero de caras?

3.16. Se lanzan dos dados y puesto que las caras muestran nimeros diferen-
tes, ¢cudl es la probabilidad de que una cara sea 4?

3.17. En la fabricacién de cierto articulo se presenta un tipo de defectos
con una probabilidad de 0.1 y defectos de un segundo tipo con probabilidad
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de 0.05. (Se supone la independencia entre los tipos de defectos.) <Cuél es la
probabilidad de que:

a) un articulo no tenga ambas clases de defectos?
b) un articulo sea defectuoso?
¢) suponiendo que un articulo sea defectuoso, tenga sélo un tipo de defecto?

3.18. Verificar que el mimero de condiciones indicadas en la ecuacién (3.8)
esté dado por 2" —n — 1.

3.19. Probar que si A y B son eventos independientes, también lo son A y
B¢, A°y B, A°y B°.

4

(@) Ficura 3.11 (b)

3.20. En la figura 3.11 a) y ) se supone que la probabilidad de que cada
relevador esté cerrado es p y que cada relevador se abre o se cierra indepen-
dientemente de cualquier otro. Encontrar en cada caso la probabilidad de que
la corriente pasede [ a D.

TaBLA 3.2
Numero
. 0 1
de fallas 2 3 4 5 6
A 0.1 0.2 0.3 0.2 0.09 0.07 0.04
B 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.15 0.15

3.21. Dos miquinas, A, B, que se accionan independientemente pueden
tener cierto nimero de fallas cada dia. La tabla 3.2 da la distribucién de
probabilidades dc las fallas de cada una. Calcular las siguientes probabilidades:

a) Ay B tienen el mismo nimero de fallas.

b) El nimero de fallas es menor que cuatro; menor que cinco.

¢) A tiene mas fallas que B.

d) B ticne el doble de fallas que A.

¢) B tiene cuatro fallas, cuando se sabe que B tiene por lo menos dos fallas.
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/) El mimero minimo de fallas de las dos mdquinas es tres; es menor que
tres.
&) El niimero méaximo de fallas de las maquinas es tres; es mds que tres.

3.22. Usando la ecuacién (3.2), demostrar que para A fijo, P(B | A) satisface
los diversos postulados de la probabilidad.

3.23. Si cada uno de los elementos de un determinante de segundo orden
es cero o uno, d{cudl es la probabilidad de que el valor del determinante sea
positivo? (Supdngase que las colocaciones individuales del determinante se
escogen independientemente, considerando que cada uno de los valores tiene
probabilidad 1.)

3.24. Verificar que el teorema de la muldplicacién P(A N B) = P(A |
B)P(B), establecido para dos eventos, se puede generalizar para tres eventos
como sigue:

P(ANBNC)=P(A|BnC)P(B | C)P(C).

3.25. Un conjunto electrénico consta de dos subsistemas, digamos A y
B. A partir de una serie de pruebas previas, se presuponen las siguientes
probabilidades:

P(A falle) = 0.20,
P(B sdlo falle) = 0.15,
P(Ay B fallen) = 0.15.

Calcular las probabilidades siguientes.

a) P(A falle | B haya fallado),
b) P(A falle solamente).

3.26. Finalizar el andlisis del ejemplo de la seccién 3.2 decidiendo cuédl de los
tipos de cajas de caramelos, A o B, es ¢l escogido con base en ¢l conocimiento
de dos caramelos que fueron muestreados.

3.27. Cada vez que se realiza un experimento, la ocurrencia de un evento
particular A es igual a 0.2. El experimento se repite, independientemente,
hasta que A4 ocurre. Calcular la probabilidad de que sea necesario ejecutar un
cuarto experimento.

3.28. Supéngase que un mecanismo tiene N tubos y que todos son necesarios
para su funcionamiento. Para localizar el tubo que funciona mal, se reemplaza
sucesivamente cada uno de ellos por uno nuevo. Calcular la probabilidad de
que sea necesario verificar N tubos si la probabilidad (constante) de que un
tubo esté danado es p.
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3.29. Probar: Si P(A | B) > P(A), entonces P(B | A) > P(B).

3.30. Un tubo al vacio puede provenir de cualquiera de tres fabricantes con
probabilidades p; = 0.25, pp = 0.50 y p3 = 0.25. Las probabilidades de que el
tubo funcione correctamente durante un periodo de tiempo especificado son
iguales a 0.1, 0.2 y 0.4, respectivamente, para los tres fabricantes. Calcular la
probabilidad de que un tubo elegido al azar funcione durante el periodo de
tiempo especificado.

3.81. Un sistema eléctrico consta de dos interruptores del tipo A4, uno del
tipo B y cuatro del tipo C conectados como aparece en la figura 3.12. Calcular
la probabilidad de que no se pueda eliminar una falla en el circuito con la llave
K, silos interruptores A, B y C estdn abiertos (cs decir, fuera de servicio) con
probabilidades 0.3, 0.4, 0.2, respectivamente, y si ellos funcionan de manera
independiente.

5)

(—(1)
OO\

K

— OO0

Ficura 3.12

P

' 3.82. La probabilidad de que un sistema se sobrecargue es 0.4 durante cada
conjunto de ensayos de un experimento. Calcular la probabilidad de que el
sistema deje de funcionar en tres ensayos independientes del experimento, si
las probabilidades de fallar en 1, 2 o 3 ensayos son iguales a 0.2, 0.5 y 0.8,
respectivamente.

3.33. Se emiten sucesivamente cuatro seiiales de radio. Si la recepcién de
cualquier sefial es independiente de la recepcién de otra y estas probabilidades
son 0.1, 0.2, 0.3, y 0.4, respectivamente, calcular la probabilidad de que la seial
k se recibapork =0, 1,2, 3, 4.

3.34. Unaficionado usa el siguiente sistema bastante simple para pronosticar
el tiempo atmosférico. Clasifica cada dia como “seco” o “mojado” y supone que
la probabilidad de que cualquier dia dado sea igual al precedente estd dada por
una constante p(0 < p < 1). Con base en anotaciones anteriores, se supone que
el 1o. de enero tiene una probabilidad # de ser “seco”. Suponiendo que 3, =
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probabilidad (el n-ésimo dia del afio ¢s “seco”), obtener una expresién para 3,
en funcién de B y p. Evaluar también lim,,_, . f» € interpretar su resultado.
(Sugerencia: Expresar 3, en funcién de 3,_1).

3.35. En una ciudad se publican los periédicos A, B y C. Una encuesta
reciente de lectores indica lo siguiente: 20% lee A, 16% lee B, 14% lee C, 8%
lee AyB,5%lee AyC,2%lee A, ByC, y4%lee By C. Paraun adulto escogido
al azar, calcular la probabilidad de que ¢) no lea ninguno de los periédicos, b)
lea exactamente uno de los periédicos, ¢) lea al menos A y B si se sabe que lee
al menos uno de los periédicos.

3.36. Una moneda normal se lanza 2n veces.

a) Obtener la probabilidad de que haya un ndmero igual de caras y sellos.
b) Mostrar que la probabilidad calculada en a) es una funcién decreciente
de n.

3.37. Cada una de las urna 1, urna 2,..., urna n conticne « esferas blancas
y 3 esferas negras. Se pasa una esfera de laurna 1 ala urna 2 y luego se pasa
una de la urna 2 a la urna 3, etc. Finalmente, se escoge una esfera de la urna
n. Si la primera esfera que se pasé era blanca, <cuél es la probabilidad de que
la tdltima esfera elegida sea blanca? <Qué sucede cuando n — oc? [Sugerencia:
Sea p, = Prob (n-ésima esfera pasada sea blanca) y expresar p,, en términos de

Pn-1-]

3.38. La urna 1 contiene a esferas blancas y § esferas negras, mientras que
la urna 2 contiene § esferas blancas y o esferas negras. Se escoge una esfera
(de una de las urnas) y luego se devuelve a esa urna. Si la esfera elegida es
blanca, la siguiente sc escoge de la urna 1; si la esfera elegida es negra, Ia
siguiente se escoge de la urna 2. Continuar de esta manera. Dado que la
primera esfera escogida proviene de la urna 1, obtener Prob (n-ésima esfera
escogida sea blanca) y también el limite de esta probabilidad cuando n — oo.

3.39. Una maquina puede imprimir n “letras”, digamos «y,...,ay. Esta
maéquina opera por impulsos eléctricos y cada letra se produce por un impulso
diferente. Supdngase que exista una probabilidad constante p de imprimir la
letra correcta y también supéngase independencia. Uno de los n impulsos,
elegido al azar, alimentd la maquina dos veces y las dos veces se imprimié la letra
a1. Calcular la probabilidad de que el impulso escogido estuviese proyectado
para imprimir oq.




4.1 Nocion general de una variable aleatoria

Aldescribir el espacio muestral de un experimento no especificamos que
un resultado individual necesariamente tiene que ser un niimero. De
hecho, hemos citado varios ejemplos en los cuales cl resultado del ex-
perimento no fue una cantidad numérica. Por ejemplo, al clasificar un
articulo manufacturado simplemente podiamos usar las categorfas “de-
fectuoso” y “no defectuoso”. En otro caso, para observar la temperatura
durante un periodo de 24 horas sélo podiamos mantener un registro de
la curva trazada por el termégrafo. Sin embargo, en muchas situaciones
experimentales vamos a interesarnos en medir algo y anotarlo como un
niimero. AGn en los casos antes citados, podremos asignar un niimero a
cada uno de los resultados (no numéricos) del experimento. Por ejem-
plo, pudimos asignar el valor 1 a articulos no defectuosos y el valor 0 a
los defectuosos, asi como anotar la temperatura maxima o minima del
dia, o ¢l promedio de las temperaturas maxima y minima.

Los ejemplos anteriores son caracteristicas de una clase muy general
de problemas. En muchas situaciones experimentales deseamos asignar
un namero real z a cada uno de los elementos s del espacio muestral S.
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Esto es, + = X(s) es el valor de una funcién X del espacio muestral
a los nimeros reales. Teniendo esto presente, hagamos la siguiente
definicién formal.

Definicién. Sea ¢ un experimento y S el espacio muestral asoctado
con él. Una funcién X que asigna a cada uno de los elementos
s € S, un ndmero real X(s), se llama variable aleatoria.

Observaciones: @) La terminologia anterior es algo desafortunada, pero es
tan universalmente aceptada que nosotros no nos apartaremos de ella. Hemos
hecho lo mads claro posible que X es una funcién, iy todavia la llamamos variable
(aleatoria)!

b) Resulta que no toda funcién que se conciba puede considerarse como una
variable aleatoria. Una exigencia (aunque no la mas general) es que para
todo nimero real z el evento {X(s) = z} y para todo intervalo I, el evento
{X(s) € I} tiene probabilidades bien definidas y consecuentes con los axiomas
basicos. En la mayoria de las aplicaciones no aparece esta dificultad y no
haremos referencia posterior.

¢) En algunos casos, el resultado s del espacio muestral es ya la caracteristica
numérica que queremos anotar. Simplemente tomamos X (s) = s, la funcién
identidad.

d) En la mayoria de los andlisis de variables aleatorias que siguen no necesi-
tamos indicar la naturaleza funcional de X. En general, nos interesamos en los
valores posibles de X, en vez de indagar de dénde provicnen esos valores. Por
cjemplo, supongamos que lanzamos dos monedas y consideramos el espacio
muestral asociado con este experimento. Esto es,

S ={CC,CS,SC,SS}.

Definamos la variable aleatoria X como sigue: X es el mimero de caras obte-
nidas en los dos lanzamicntos. Por lo tanto, X(CC) = 2, X(CS) = X(SC) =1
y X(SS)=0.

S = espacio muestral de ¢ Ry = valores posibles de X

X(s)

FIGura 4.1
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¢) Es muyimportante comprender una exigencia basica de una funcién para
un sélo valor: a cada s € S le corresponde exactamente un valor X(s). Esto se
demuestra esquematicamente en la figura 4.1. Valores diferentes de s pueden
dar el mismo valor de X. Por ejemplo, en la ilustracién anterior encontramos

que X(CS) = X(SC)=1.

El espacio Rz, es decir, el conjunto de todos los valores posibles de
X, algunas veces se llama el recorrido. En cierto sentido podemos con-
siderar a Rz como otro espacio muestral. El espacio muestral (original)
S corresponde a los resultados no numéricos (posiblemente) del experi-
mento, mientras que Ry es el espacio muestral asociado con la variable
aleatoria X, que representa la caracteristica numérica que puede ser de
interés. Si X(s) = s, tenemos S = R;.

Aunque estamos conscientes del peligro pedagégico que existe al
dar muchas explicaciones de lo mismo, sefialamos sin embargo que
podemos concebir una variable aleatoria X de dos maneras:

a) Realizamos el experimento ¢ que tiene como resultado s € §.
Luego evaluamos el nimero X (s).

b) Efectuamos ¢, obteniendo el resultado s, e (inmediatamente) cal-
culamos X (s). El nimero X (s) se considera entonces como el resultado
obtenido en el experimento y Rz se convierte en el espacio muestral del
experimento.

No es fécil establecer la diferencia entre las interpretaciones a) y
b). Relativamente es muy pequeiia, pero digna de atencién. En a) el
experimento termina, de hecho, con la observacién de s. La evaluacién
de X(s) se estima como algo que se hace posteriormente y que no se
afecta por la aleatoriedad de ¢. En b) se considera que el experimento no
estd terminado hasta que el nimero X(s) se ha calculado y se tiene asi el
espacio muestral R; como resultado. Aunque la primera interpretacién,
a) es la que usualmente sc pretende, cl segundo punto de vista, b) puede
ser muy Util y el lector debera recordarlo. Lo que queremos decir, y esto
serd mds evidente en las Gltimas secciones, es que al estudiar variables
aleatorias estamos mas interesados respecto a los valores que toma X que
de su forma funcional. Por lo tanto, en muchos casos ignoraremos por
completo cl espacio muestral sobre el cual se puede definir X.

EJEMPLO 4.1. Supongamos que se pone una bombilla en un porta-
lamparas. Se considera que el experimento termina cuando la bombilla
se apaga. {Cudl es un resultado posible, digamos s? Una manera de des-
cribir s serfa anotando simplemente la fecha y la hora del dia en la cual



72 Variables aleatorias unidimensionales 4.1

la bombilla se quema, por ejemplo 19 de mayo, 4:32 pm. Por lo tanto,
cl espacio muestral se puede representar como S = {(d,t) | d = fecha,
t = hora del dia}. Posiblemente la variable aleatoria de interés es X, el
tiempo que permanece encendida. Nétese que una vez que se ha ob-
servado s = (d,1), la evaluacion de X(s) no indica ninguna aleatoriedad.
Cuando s estd especificada, X (s) estd determinado por completo.

Los dos puntos de vista antes expresados pueden aplicarse a este
ejemplo como sigue. En a) consideramos que cl experimento termina
con la observacién s = (d,t), la fecha y la hora del dia. El cdlculo de
X(s) se efectaa, entonces, haciendo una sencilla operacién aritmética.
En b) s6lo damos por terminado el experimento hasta después de haber
evaluado X(s), y entonces el nimero X(s) = 107 horas, por ejemplo,
se considera como su resultado.

Es posible sefalar que un andlisis similar se podria aplicar a otra
variable aleatoria de interés, por ejemplo, Y(s) es la temperatura en
la habitacién en cl instante en que la bombilla se quema.

EJEMPLO 4.2. En una mesa se lanzan tres monedas. Tan pronto
como las monedas caen en la mesa, concluye la fase “aleatoria” del
experimento. Un sélo resultado s podria consistir en una descripcién
detallada de c6mo y dénde cayeron las monedas. Posiblemente estamos
interesados sélo en ciertas caracteristicas numéricas asociadas con este
experimento. Por ejemplo, podriamos calcular

X(s) = numero de caras que aparecen,

Y(s) = distancia mdxima entre dos monedas cualesquiera,

Z(s) = distancia minima de las monedas desde cualquier
arista de la mesa.

Si la variable aleatoria X es de interés, como indicamos en el ejemplo
anterior, podriamos incluir la evaluacién de X(s) en la descripcién
del experimento y, por lo tanto, sélo indicar que el espacio muestral
asociado con el experimento es {0,1,2,3}, que corresponden a los
valores de X'. Aunque a menudo adoptaremos precisamente este punto
de vista, es importante establecer que la cuenta del niimero de caras se
hace después de que ha terminado la parte aleatoria del experimento.

Observacién: Al referirnos a variables aleatorias usaremos, casi sin excepcién,
letras mayusculas como X, Y, Z, etc. Sin embargo, cuando hablemos del valor de
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esas variables aleatorias en general emplearemos letras mintsculas como z, y, 2,
etc. Esta es una distincion muy importante que debemos hacer y el estudiante
contemplar con detenimiento. Por ejemplo, cuando hablamos de escoger
al azar una persona de alguna poblacién sefialada y medir su estatura (en
pulgadas, por ejemplo), podriamos referirnos a los resultados posibles como una
variable aleatoria X. También es posible hacer varias preguntas acerca de .X,
tales como P(X > 60). Sin embargo, una vez que elegimos una persona y
medimos su estatura, obtenemos un valor especifico de X, por ejemplo, z. Asi
no seria relevante preguntar por P(z > 60), puesto que ¢ es o no > 60. Esta
distincién entre una variable aleatoria y su valor es importante, y més adelante
nos referiremos a ella.

Asi como nos interesamos por los eventos asociados con el espacio
muestral S, también serd necesario tratar eventos respecto a la variable
aleatoria X, esto es, subconjunto del recorrido R;. Muy a menudo
ciertos eventos asociados con S estin “relacionados” (en un sentido
que luego describiremos) con eventos asociados con R; de la manera
siguiente.

Definicién. Sea ¢ un experimento y § su espacio muestral. Sea X
una variable alcatoria definida en S y sea R su recorrido. Sea B
un evento respecto a Rg; esto es, B C Ez. Supongamos que A se
define como

A={s€ S| X(s) € B}. (4.1)
En palabras, A consta de todos los resultados en S para los cuales

X(s) € B (Fig. 4.2). En este caso decimos que A y B son eventos
equivalentes.

Ry

S
B .
)

FIGURA 4.2

Observaciones: a) Expresando lo anterior de manera mas informal, A y B
son eventos cquivalentes siempre que ocurran juntos. Esto es, siempre que A
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ocurre, B ocurre y viceversa. Si ocurrié A, entonces se obtuvo un resultado s
para el cual X(s) € By, por lo tanto, ocurrié B. Reciprocamente, si B ocurrié,
sc observé un valor X (s) parael cual s € Ay, por lo tanto, ocurrié A.

b) Esimportante destacar que en nucstra definicién de eventos equivalentes,
Ay B estin asociados con espacios muestrales diferentes.

EjeMpLO 4.3. Consideremos el lanzamiento de dos monedas. En
cste caso, S = {CC,C8,5C,55}. Sea X el namero de caras obtenidas.
Por lo tanto, Ry = {0,1,2}. Sea B = {1}. Puesto que X(CS) =
X(SC) = 1siysélosi X(s) = 1, tenemos que A = {CS,S5C} es
cquivalente a B.

Ahora damos la siguiente definicién importante.

Definicién. Sea B un evento en el recorrido R, entonces definimos
P(B) como sigue:

P(B)=P(A), donde A={se S| X(s)e B}. (4.2)

En palabras, definimos P(B) igual a la probabilidad del evento
A C S, que cs equivalente a B, en el sentido de la ecuacién (4.1).

Observaciones: a) Suponemos que las probabilidades se pueden asociar con
eventos en S. Por tanto, la definicién anterior hace posible asignar probabili-
dades a eventos asociados con R, en términos de las probabilidades definidas
en S.

b) Realmente es posible probar que P(B) debe ser como se defini6. Sin
embargo, esto implicaria alguna dificultad teérica que queremos evitar y, por
tanto, proseguiremos como antes.

¢) Puesto que en la formulacién de la ecuacién (4.2) los eventos A y B se
refleren a espacios muestrales diferentes, en realidad deberiamos usar una
notacién diferente cuando nos referimos a las probabilidades definidasen S'y
para las definidas en R, por ejemplo, algo como P(A) y Pr(B). Sin embargo,
no haremos esto sino que continuaremos escribiendo simplemente P(A) y
P(B). El contexto dentro del cual aparczcan estas expresiones hard evidente
la interpretacion.

d) Las probabilidades asociadas con eventos en el espacio muestral S (ori-
ginal) estin en un sentido, determinadas por “fuerzas que escapan a nuestro
control” o, como se dice algunas veces “por naturaleza”. La constitucién de una
fuente radioactiva que emite particulas, la distribucién de un gran nimero de
personas que podria hacer una llamada telefénica durante determinada hora 'y
la agitacién térmica que resulta de una corriente o las condiciones atmosféricas
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que dan origen a una fuente de tormenta, ilustran este punto. Cuando intro-
ducimos una variable aleatoria X y su recorrido asociado Ry, inducimos proba-
bilidades sobre los eventos asociados con R, que se determinan estrictamente
si las posibilidades asociadas con los eventos en S estan especificadas.

EJEMPLO 4.4. Si las monedas consideradas en el ejemplo 4.3 son

“normales”, tenemos P(C'S) = P(SC) = :1{ Por tanto, P(CS,SC) =

;lf + % = % (Los célculos anteriores son una consecuencia directa de

nuestra suposiciéon basica acerca de la regularidad de las monedas.)
Puesto que el evento { X = 1} es equivalente al evento {CS SC} usando
la ecuacién (4.1) tenemos que P(X = 1) = P(CS,5C) = 5. [Realmente
no habia cleccién acerca del valor de P(X = 1) con51stente con la
ecuacién (4.2), una vez que se determiné P(CS, SC). En este sentido,
_se inducen las probabilidades asociadas con eventos R;.]

Observacidn: Ahora que hemos establecido la existencia de una funcién de
probabilidades inducidas sobre el recorrido de X (ecuaciones 4.1 y 4.2) en-
contraremos conveniente suprimir la naturaleza funcional de X. Por lo tan-
to, escribiremos (como lo hicimos en el ejemplo anterior) P(X = 1) = 5
Lo que se quiere decir es que un evento en el espacio muestral S, llama-
do {CS,SC} = {s | X(s) = 1} ocurre con probabilidad }. Por lo tan-
to, asignamos esa misma probabilidad al eveggo {X = 1} en el recorrido.
Continuaremos escribiendo expresiones como P(X = 1), P(X < 5), etc. Es
muy importante que el lector se dé cuenta de lo que esas expresiones representan
realmente.

0

_ Una vez que se han determinado (o mis exactamente, inducido) las

probablhdades asociadas con varips resultados (o eventos) en el recorri-
do R, ignoraremos a menudo el espacio muestral original § que dio
lugar a esas probabilidades. Asi, en el ejemplo anterior, sélo estamos
interesados en Ry = {0,1,2} y las probabilidades asociadas (4, 7 ) El
hecho de que estas probabilidades estém determinadas por una func1on
de probabilidad definida en el espacio muestral original S no nos preo-
cupa si estamos interesados sélo en estudlar los valores de la variable
aleatoria X.

Al analizar en detalle muchos de los conceptos importantes asociados
con variables aleatorias encontraremos conveniente distinguir dos casos
importantes: las variables aleatorias discretas y las continuas.

°
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4.2 Variables aleatorias discretas

Definicién. Sea X una variable aleatoria. Si el niimero de valores
posibles de X (esto es, Rz, el recorrido) es finito o infinito numera-
ble, llamamos a X una variable aleatoria discreta. Esto es, se pueden
anotar los valores posibles de X como zy,z5,...2n... En el caso
finito, la lista termina y en el caso infinito numerable, la lista con-
tintia indefinidamente.

EJEMPLO 4.5. Una fuente radioactiva emite particulas «. Un conta-
dor observa la emisién de esas particulas durante un periodo de tiempo
determinado. La siguiente variable aleatoria es de interés:

X = namero de particulas observadas.

{Cudles son los valores posibles de X? Supondremos que estos valores
constan de todos los enteros no negativos. Esto es, Ry = {0,1,2,...,
n,...}. Una objecién que vimos anteriormente puede aparecer de nue-
vo en este punto. Podria argiiirse que durante un intervalo de tiempo
especificado (finito) es imposible observar més de, por ejemplo, N par-
ticulas donde N puede ser un entero positivo muy grande. Por tanto,
los valores posibles de X realmente serfan: 0,1,2,..., N. No obstante,
resulta que matemdticamente es mds sencillo considerar la descripcién
idealizada antes dada. De hecho, cada vez que suponemos que los valo-
res posibles de una variable aleatoria X son infinitos numerables esta-
mos considerando una representacién idealizada de X.

En vista de nuestros comentarios previos sobre la descripcién proba-
bilistica de eventos con nimero finito de elementos o infinitos numera-
bles, la descripcién probabilistica de una variable aleatoria discreta no
nos causard ninguna dificultad. Procederemos como se indica a conti-
nuacién.

Definicién. Sea X una variable aleatoria discreta. Por tanto, R,
el recorrido de X, consta, a lo mds, de un ntiimero de valores,

x1,x2,... infinito numerable. Con cada resultado posible z; aso-
ciamos un nimero p(z;) = P(X = z;), llamado probabilidad de
z;. Los nimeros p(z;),i = 1,2, ... deben satisfacer las condiciones

sigulentes:
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a) p(x;) >0 paratodaz,

> 4.3
b Y op(zi) =1 *3)
1=1

La funcién p que antes se definié, se llama funcidn de probabilidad (o
funcién de probabilidad puntual) de la variable aleatoria X. La colec-

cién de pares (z;p(z;)), 1 = 1,2, ..., algunas veces se llama distribucion de.

- probabilidad de X .

FIGURA 4.3

Observaciones: a) La eleccién particular de los nimeros p(z;) posiblemente
estd determinada por la funcién de probabilidad asociada con eventos en el
espacio muestral S sobre el cual se define X. Esto es, p(¢;) = P[s | X(s) = z;].
(Véanse las ecuaciones 4.1 y 4.2.). Sin embargo, ya que s6lo estamos interesados
en los valores de X, esto es R;, y en las probabilidades asociadas con esos
valores, omitimos otra vez la naturaleza funcional de X (véase la Fig. 4.3).
Aunque en la mayoria de los casos los nimeros de hecho se determinaran de
la distribucién de probabilidades en algin espacio muestral fundamental S,
cualquier conjunto de nimeros p(z;) que satisfaga la ecuacién (4.3) puede servir

como una descripcién probabilistica propia de una variable aleatoria discreta. ;

o

b) Si X toma sélo un mimero finito de valores, por ejemplo zy,. ."f,':cn,
entonces p(z;) = 0 para i < N y, por lo tanto, la serie infinita en la ecuacién
(4.3) llega a ser una suma finita.

¢) Nuevamente podemos observar una analogia con la mecénica, al conside-
rar una masa total unitaria distribuida sobre la recta real con la masa completa
ubicada en los puntos zy, z3, ... Los nimeros p(z;) representan la cantidad de
masa localizada en ;.

d) La interpretacién geométrica (figura 4.4) de una distribucién de proba-
bilidades es siempre 1itil.

e e e e s e o o o T
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p(x)

NI

Xy X9 X3 Xn

FiGura 4.4 Ficura 4.5

Sea B un evento asociado con la variable aleatoria X. Estoes, B C R:
(Fig. 4.5). Especificamente, supongamos que B = {z;,,;,,...} . Por
tanto,

P(B) = P[s| X(s) € B] (puesto que estos eventos son equivalentes)
e 9]
=Pls| X(s)==i;,7=1,2,.. ] = Zp(xij). (4.4)
3=1

En palabras, la probabilidad de un evento B es igual a la suma de las
probabilidades de los resultados individuales asociados con B.

Observaciones: a) Supéngase que la variable aleatoria discreta X puede tomar
s6lo un nimero finito de valores, por ejemplo z1,...,zn. Sicada resultado es
igualmente probable, resulta obvio que tenemos p(z1) = ... = p(zn) = 1/N.

b) Si X toma un nimero infinito numerable de valores, entonces es imposible
tener todos los resultados igualmente probables, porque quizd no podamos
satisfacer la condici6én si hemos de tener p(z;) = ¢ para toda .

¢) En cadaintervalo finito habra cuando mucho un nimero finito de valores
posibles de X. Si uno de esos intervalos no contiene ninguno de los™valores
posibles, le asignamos probabilidad cero. Esto es, si Ry = {z1,22,...,2,} ysi
ningin z; € [a,b], entonces Pla < X <3 =0.

EJEMPLO 4.6. Supdéngase que se pone un tubo de radio en un
soporte y se prucba. .Considérese que la probabilidad de que el control
sea positivo es igual a %; por tanto, la probabilidad de que el control sea
negativo es 1. Supéngase, ademds, que probamos una gran cantidad
de esos tubos. La prueba contintia hasta que aparece el primer tubo
positivo. Definase la variable alcatoria X como sigue: X es el nimero
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de pruebas necesarias para finalizar el experimento. El espacio muestral
asociado con este experimento es .

§ = {1 = —+1m ==}

Pasa determinar la distribucién de probabilidades de X razonamos
de la siguiente manera. Los valores posibles de X son 1,2,...,n,...
(obviamente estamos considerando el espacio muestral idealizado). Y
X = n siy sélo silos primeros (n — 1) tubos son negativos y el n-ésimo
tubo es positivo. Sisuponemos que la condicién de un tubo no afecta la
condicién de otro, podemos escribir

p(n) = P(X =n)= (%)n—l (%), n=1,2,...

Para verificar que estos valores de p(n) satisfagan la ecuacién (4.3),
observemos que

\

o0
Z p(n) = —(1 + + + ) g
n=1
_3_1 _
41— zlf

Observaciones: Aqui empleamos el resultado de que la serie geométrica 1 + r +
r24. .. convergea1/(1—r) siempre que |r| < 1. Aeste resultado nos referiremos
varias veces. Supéngase que queremos calcular P(A), donde A se define como
{Elexperimento termina después de un ndmero par de repeticiones}. Usando
la ecuacién (4.4), tenemos

> 3 3
P(A):Zp(?n):l—é+%6+... :
n=t L e
3
=0+t )
_s3 1 _1
161-4 5

4.3 La distribucion binomial

En los capitulos finales consideraremos en forma detallada diversas va-
riables aleatorias discretas importantes. Por el momento, sélo estudia-
remos una de ellas y luego la usaremos para ilustrar varios conceptos
relevantes.

L e e
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EJEMPLO 4.7. Supéngase que los articulos que salen de una linea de
produccién se clasifican como defectuosos (D) o no defectuosos (N) y
que se eligen al azar tres articulos de la produccién de un dia, los cuales
se clasifican de acuerdo con este esquema. El espacio muestral para este
cxperimento, digamos S, puede describirse asf:

S ={DDD,DDN,DND,NDD,NND,NDN,DNN,NNN}.

(Otra manera de describir S es como S = 51 X Sy x S3, el producto
cartesiano de Sy, .57, y S3, donde cada S; = {D, N}.)

Supongamos que con probabilidad 0.2 un articulo es defectuoso y, por lo
tanto, con probabilidad 0.8 un articulo es no defectuoso. Supongamos
que esas probabilidades son iguales para cada articulo, al menos durante
nuestro estudio. Finalmente, supongamos que la clasificacién de cual-
quier articulo particular es independiente de la clasificacién de cual-
quier otro articulo. Usando estas suposiciones, se deduce que las pro-
babilidades asociadas con los diversos resultados del espacio muestral S,
como antes se describié, son

(0.2)*,(0.8)(0.2)*,(0.8)(0.2)%, (0.8)(0.2)%, (0.2)(0.8)%, (0.2)(0.8)%, (0.8)>.

Usualmente nuestro interés no se enfoca hacia los resultados indivi-
duales de S, sino que sélo deseamos saber cudntos articulos defectuosos
se encuentran (sin tomar en cuenta el orden en que ocurrieron). Es de-
cir, deseamos considerar la variable aleatoria X que asigna a cada uno
de los resultados s € S el namero de articulos defectuosos encontrados
en s. Por tanto, ¢l conjunto de valores posibles de X es {0,1,2,3}.

Podemos obtener la distribucién de probabilidades para X, p(z;) =
P(X = z;) como sigue:

X = 0siysélosiocurreNNN;
X = 1siysélosiocurre DNN,NDN o NN D;
X = 2siysdélosiocurre DDN,DND o NDD;

X = 3siysdélosiocurre DDD.

“(Nétese que { N NN} cquivale a {X = 0}, etc.) Por lo tanto,
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p(0) = P(X =0)=(0.8)%, p(1) = P(X = 1) = 3(0.2)(0.8)%,

p(2) = P(X =2) = 3(0.2)2(0.8),p(3) = P(X =3) = (0.2)°.

Nétese que la suma de estas probabilidades es igual a 1, porque la suma
se puede escribir (0.8 + 0.2)%.

Observacion: La exposicién anterior ilustra cémo las probabilidades en el
recorrido Ry (en este caso, {0,1,2,3}) son inducidas por las probabilidades
definidas en el espacio muestral S, porque la suposicién de que los ocho
resultados de

S={DDD,DDN,DND,NDD,NND,NDN,DNN,NNN}

tienen las probabilidades dadas en el ejemplo 4.7, determina el valor de p(x)
paratoda z € R;.

Generalicemos ahora las nociones presentadas en el ejemplo anterior.

Definicion. Consideremos un experimento € y sea A un evento
asociado con €. Supongamos que P(A) = p vy, por lo tanto,
P(A®) = 1 — p. Consideremos n repeticiones independientes de
e. Por lo tanto, el espacio muestral consiste en todas las sucesiones

posibles {a1,a3,...,an}, donde cada a; es A 0 A°, segin A o A°
ocurra en la i-ésima repeticién de e. (Hay 2" de tales sucesiones).
Aln mas, supongamos que P(A) = p es el mismo para todas

las repeticiones. Definamos la variable aleatoria X como sigue:
X = namero de veces que ocurrié el evento A. Llamamos a
X una variable aleatoria binomial con los pardmetros n y p. Sus
valores posibles obviamente son 0,1,2,...,n. (Decimos en forma
equivalente que X tiene una distribucion binomial.) Las repeticiones
individuales de ¢ se llamaran ensayos de Bernoulls.

Teorema 4.1. Sea X unavariable binomial con base en n repeticiones.
Entonces

n

P(X=k)= (k

)pk(l )" E k=0,1,-,n. (4.5)
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Demostracion: Consideremos un elemento particular del espacio
muestral ¢ que satisfaga la condicién de que X = k. Tal resultado apa-
receria, por ejemplo, si las primeras k repeticiones de ¢ resultasen en la
ocurrencia de A, mientras que las dltimas n — k repeticiones resultasen
cn AS, es decir:

AAA--- A ASA°AC... A°
k n—k

Puesto que todas las repeticiones son independientes, la probabilidad

de esta sucesién particular serfa pk(1 — p)"~*. Pero exactamente la
misma probabilidad estarfa asociada con cualquier otro resultado para
el cual X = k. El nimero total de tales resultados es igual a (), por
lo que debemos elegir con exactitud k posiciones (entre n) para las A.
Pero esto produce el resultado anterior, ya que esos () resultados son
mutuamente excluyentes.

Observaciones: a) Para verificar nuestros célculos, observemos que, usando
el teorema del binomio, tenemos £7_ P(X = k) = Z7_, (}) p* k=
[p + gcl - p : 1" = 1, como deberla ser. Puesto que las probablhdades

k¥ se obtienen al desarrollar la expresién binomial [p+ (1 — p)]",
a esta la llamamos distribucién binomial.

b) Cada vez que realizamos repeticiones independientes de un experimento
y nos interesamos s6lo en una dicotomia —defectuosos o no defectuosos, du!
reza sobre o bajo un cierto valor estindar, nivel de ruido en un sistema de
comunicaciones superior o inferior a un margen preasignado- consideramos
potencialmente un espacio muestral en el cual podemos definir una. variable
aleatoria binomial. Si las condiciones del experimento permanecen suficiente-
mente uniformes de modo que la probabilidad de algin atributo, por ejemplo
A, permanezca constante, podemos usar el modelo anterior.

¢) Sin es pequeiia, los términos individuales de la distribucién binomial son
relativamente sencillos de calcular. Sin embargo, si n es razonablemente gran-
de, estos célculos llegan a ser un poco complicados. Por fortuna, las probabi-
lidades binomiales han sido calculadas. Existen muchas de esas tabulaciones
(véase Apéndice).

EJEMPLO 4.8. Supongamos que un tubo de radio puesto en cierto
tipo de equipo ticne una probabilidad de 0.2 de funcionar més de
500 horas. Si probamos 20 tubos, {cudl es la probabilidad de que
exactamente k de ellos funcionen mas de 500 horas, £ = 0,1,2,...,20?
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Si X es el nimero de tubos que funcionan més de 500 horas, su-
pondremos que X tiene una distribucién binomial. Asi, P(X = k) =

(Qko)(O.Q)k(O.S)zo—k. Los siguientes valores pueden leerse en la ta-
bla 4.1.
TaBra 4.1

P(X =0)=0.012 P(X =4)=0218 P(X =8)=0.022

P(X =1)=0.058 P(X =5)=0.175 P(X =9) = 0.007

P(X =2)=0.137 P(X =6)=0.109 P(X = 10) = 0.002

P(X =3)=0205 P(X =7)=0055 PX =k)=0%parak>11

(Las probabilidades restantes son menores que 0.001.)

Si dibujamos esta distribucién de probabilidades obtenemos la gréfica
que se muestra en la figuras 4.6. El modelo que observamos aqui es
muy general: las probabilidades binomiales aumentan monétonamente
hasta que alcanzan un valor maximo y luego disminuyen de la misma
manera. (Véase el Prob. 4.8.)

P(x)

| | .
8 9 1011 1213141516 17 18

FIGURA 4.6

EJEMPLO 4.9. Al poner en funcionamiento una méquina, existe cier-
ta probabilidad de que el operario cometa un error. De manera realis-
ta puede suponerse que éste aprende en cuanto sabe que la probabi-
lidad de cometer errores disminuye cuando use la maquina en repeti-
das ocasiones. Supongamos que el operario hace n intentos y que los
n ensayos son estadisticamente independientes. Supongamos de ma-
nera especifica que P(un error cometido en la i-ésima repeticién) =
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1/(i+ 1), = 1,2,...,n. Supongamos que se consideran 4 intentos (es-
to es, n = 4) y que se define la variable aleatoria X como el nimero
de operaciones hechas sin error en la maquina. Observemos que X no
estd distribuida binomialmente porque la probabilidad de “éxito” no es
constante.

Para calcular la probabilidad de X = 3, por ejemplo, procedemos
como sigue: X = 3 siy sé6lo si hay exactamente un intento no exitoso.
Esto puede suceder en el primero, segundo, tercero o cuarto ensayo.

Por lo tanto,

— _ 1234 113
P(X =3)=3595+ 331

o
il
2o

3
4

st

2 5
+ + 35 i3

21
34

B

EJEMPLO 4.10. Consideremos una situacién semejante a la descrita
en el ejemplo 4.9. Esta vez supondremos que hay una probabilidad
constante p; de no cometer error en la méquina durante cada uno de
los primeros n, intentos y una probabilidad constante p, < p; de no
cometer error en cada una de las siguientes ny repeticiones. Sea X el
numero de operaciones exitosas de la maquina durante los n = nj + ny
intentos independientes. Encontramos una expresién general para
P(X = k). Por la misma razén dada en el ejemplo precedente, X no
estd distribuida binomialmente. Para obtener P(X = k) procedemos
como sigue.

Sea Y7 el nimero de operaciones correctas durante los primeros
n; intentos y sea Y, el niimero de operaciones correctas durante los
segundos ny intentos.

Por lo tanto, Y] y Y, son variables aleatorias independientes y X =
Y1+ Y, Asi, X = ksiysélosiY; = ry Y, = k—r, para cualquier entero
r que satisfaga 0 <r <njy0 <k —7r < ny.

Las restricciones anteriores sobre r son equivalentesa 0 < r < njy
k — ny < r < k. Combindndolas podemos escribir

max (0,k — ny) <r < min (k,ny).

Por tanto, tenemos

min(k,ny)

. n [ n k— —(k—
Px=0=3%  (")pa-pm (7)) b apym .
r=max (0,k—nq)

Con la convencién frecuente de que (3) = 0 cada vezque b > a o
b < 0, podemos escribir la probabilidad anterior como
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P(X =lc)---—2f,0 (M) st -pym(2,) A= p L ()

Por ejemplo, si py = 0.2, pp = 0.1, ny = ny = 10y k = 2, la
probabilidad anterior se convierte en

2

PX=2)=% <1T0>(0.2)T(0.8)10_' ( 21_(’T:|(o.1)2—’(o.9)8+r =027,
r=0

después de un célculo elemental.

Observacion: Supongamos que p; = pz. En este caso, la ecuacién (4.6) se
reducirfa a (}) p’f(l —p1)"k, puesto que ahora la variable aleatoria X tiene
una distribucién binomial. Para ver que esto es asi, obsérvese que podemos
escribir (puesto que n1 + ny = n)

P =0 =t 35 (M) ()
r=0

Para mostrar que la suma anterior iguala (}) compdrense simplemente los

coeficientes de las potencias de £¥ en ambos lados de la identidad (14 )" (1+
)™ = (1+ x)n1+n2.

4.4 Variables aleatorias continuas

Supongamos que el recorrido de X estd formado por un gran nimero
finito de valores, por ejemplo, todos los valores = en el intervalo 0 <
z < 1 de la forma 0,0.01,0.02,...,0.98,0.99,1.00. Con cada uno de
esos valores estd asociado un nimero no negativo p(z;) = P(X =
z;), © = 1,2,..., cuya suma es igual a 1. Esta situacién se representa
geométricamente en la figura 4.7.

Hemos sefialado antes que matemdticamente podria ser mds fécil
idealizar la anterior descripcién probabilistica de X al suponer que X
puede tomar todos los valores posibles, P(x)

0 < « < 1. Si hacemos esto, {qué le

sucede a las probabilidades puntuales
p(z;)? Puesto que los valores posibles
de X no son contables, en realidad no ™~

podemos hablar del i-ésimo valor de X FIGURA 4.7



86 Variables aleatorias unidimensionales 4.4

y, por lo tanto, p(z;) pierde significado.

Lo que haremos es sustituir la funcién p, definida sélo para =y, 29,...,
por una funcién f definida (en el contexto presente) para todos los
valores de z, 0 < 2z < 1. Las propiedades de la ecuacién (4.3) se
sustituirdn por f(z) > 0y fol f(z)dz = 1. Procederemos formalmente
como sigue.

Definicién. Se dice que X es una variable aleatoria continua, si existe
una funcién f, llamada funcién de densidad de probabilidad (fdp)
de X, que satisface las siguientes condiciones:

a) f(z) >0 paratodaz,

+o0
b) /_oo fle)dz = 1. 4.7)

¢) Para cualquier a,b, tal que —o0o < a < b < +o0,
tenemos Ple < X <b) = f: f(z)dz. (4.8)

Observaciones: a) Fundamentalmente queremos decir que X es una variable
aleatoria continua si X puede tomar todos los valores en algtn intervalo (c, d),
donde ¢ y d pueden ser —oo y +00 respectivamente. La existencia estipulada
de una fdp es un método matemdtico que tiene una base intuitiva considerable
y hace mas sencillos nuestros calculos. En relacién con esto, de nuevo se
debe sefalar que cuando suponemos que X es una variable aleatoria continua,
estamos considerando la descripcién idealizada de X .

b) P(c < X < d) representa el area bajo la gréfica de la figura 4.8 de la fdp
fentrez=cyz=d.

Sx)

X = x=d
Ficura 4.8

¢) Una consecuencia de la descripcién probabilistica de X para cualquier va-
lor especifico de X, por ejemplo zp, es que tenemos P(X = zp) = 0, puesto
que P(X = zg) = flf)" f(x)de = 0. Este resultado puede parecer contrario
a nuestra intuicién. Debemos establecer, sin embargo, que si permitimos que
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X tome todos los valores en un intervalo, entonces la probabilidad cero no es
equivalente con la imposibilidad. Por tanto, en el caso continuo, P(4) = @ no
implica A = 8, el conjunto vacio. (Véase el teorema 1.1.) Para decirlo de un mo-
do mds informal, consideremos que elegimos un punto al azar en el segmento
{z | 0 < x < 2}. Aunque quisiéramos estar de acuerdo (para fines matematicos)
con que cada punto concebible del segmento pudiese ser el resultado de nuestro
experimento, nos sorprenderiamos mucho si en realidad escogiéramos preci-
samente el punto medio del segmento, o cualquier otro punto especifico de ese
elemento. Cuando indicamos esto en un lenguaje matemdtico preciso, decimos
que el evento tiene “probabilidad 0”. En vista de estas consideraciones, todas
las siguientes probabilidades son iguales si X es una variable aleatoria continua:

Plc<X<d), Plc<X<d), Ple<X<d),yPlc<X <d).

d) Aunque aqui no verificaremos los detalles, se puede demostrar que la
anterior asignacién de probabilidades a los eventos en R satisface los axiomas
basicos de probabilidades (Ec. 1.3), donde podemos tomar {z | —c0 < ¢ <
+o0} como el espacio muestral.

e) Si una funcién f* satisface las condiciones, f*(z) > 0, para toda z, y

fj;o [*(z)dz = K, donde K es un nimero positivo real (no necesariamente
igual a 1), entonces f* no satisface todas las condiciones para ser una fdp. Sin
embargo, podemos definir con facilidad una nueva funcién, digamos f, en
términos de f* como sigue:

[ (2)
K

f(z)=

para toda z.

Por tanto, f satisface todas las condiciones de una fdp.

/) Si X sélo toma valores en un intervalo finito {a, b], simplemente podemos
establecer f(z) = 0 para todo = ¢ [a,b]. Por tanto, la fdp esta definida para
todos los valores reales de z, y debemos exigir que fj;o f(z)dz = 1. Cuando
quiera que la fdp se especifique sélo para ciertos valores de z, supondremos
que es cero para cualquier otro.

£) if(z) no representa la probabilidad de nada! Hemos observado que, por
ejemplo, P(X = 2) = 0y, por tanto, f(2) ciertamente no representa esta
probabilidad. Sélo cuando la funcién se integra entre dos limites produce una
probabilidad. Sin embargo, podemos dar una interpretacién de f(x)Az como
sigue. Del teorema del valor medio del cilculo se deduce que

r+Ax
P(x§X§x+Az):/ f(s)ds = Azf(§), z<E{<z+ Az.
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Si Az es pequena, f(z)Aw es aproximadamente iguala P(z < X < r+Axz). (Si
f es continua por la derecha, esta aproximacién llega a ser mds segura cuando
Az — 0.)

h) Deberfamos sefialar de nueva cuenta que la distribucién de probabilida-
des (cn este caso la fdp es inducida en R, por las probabilidades asociadas con
cventos en S. Asi, cuando escribimos P(c < X < d), queremos decir, como
siempre, Ple < X(s) < d], que asu vez es igual a P[s | ¢ < X(s) < d], pues-
to que estos eventos son equivalentes. La definicién anterior, ecuacién (4.8),
estipula esencialmente la existencia de una fdp f definida en una R, tal que

d
Pls|ec< X(s) < d] :/ f(z)dz.

Nuevamente eliminaremos la naturaleza funcional de X y, por tanto, estaremos
interesados s6lo en Itz ylafdp f.

1) En el caso continuo, otra vez podemos considerar la siguicnte analogia con
la mecdnica: supéngasc que tenemos una masa total de una unidad, distribuida
continuamente en elintervalo a < z < b. Entonces, f(x) representala densidad
de la masa en el punto z y fcd f(x)dz representa la masa total contenida en el
intervalo ¢ < z < d.

EJEMPLO 4.11. En el andlisis precedente sobre variable aleatoria
continua se supuso la existencia de una fdp. Consideremos un ejemplo
simple en el cual podamos determinar con facilidad la fdp haciendo una
suposicién apropiada acerca de la conducta probabilistica de la variable
aleatoria. Supdéngase que escogemos un punto en el intervalo (0,1).
Representemos la variable aleatoria X cuyo valor es la coordenada =
del punto elegido.

Suposicidn: Si I es cualquicr intervalo entre (0,1), entonces la Prob
[X € I] es directamente proporcional a la longitud de I, por ¢jemplo,
L(I). Esto es,Prob [X € I|] = kL(I), donde %k es la constante de
proporcionalidad. (Es ficil ver, tomando I = (0,1) y observando que
L((0,1)) = 1y Prob[X € (0,1)] =1, quek = 1))

Obviamente X toma todos los valores en (0,1). <Cudl es su fdp? Esto
es, ¢podemos encontrar una funcién f tal que

Pla< X <b) =[] f(x)dx?
Nétese quesia < b <001l <a<b Pla<X <b)=0y, por tanto,

fl2)=0.8510<a<b< 1, Pla<X <b)=b-ay, portanto, f(z)=1.
Asi encontramos




4.4 Variables aleatorias continuas 89

: _[1, 0<z<],
flz)= 0, para cualquier otro valor.

Sx) J)
(1, 2)

e : x

x=1500 x=2500

FIGURA 4.9 FIGURA 4.10

EJEMPLO 4.12. Supéngase que la variable aleatoria X' es continua.
(Véase la Fig. 4.9) Sea la fdp f dada por

f(z)=2z, 0<z<l,
=0 para cualquier otro valor.

Claramente, f(z) > 0y [ f(2) dz = fol 2z dr = 1. Para calcular
P(X < %), s6lo debemos evaluar la integral fol/z(Qw)d:c = ;11—

El concepto de probabilidad condicional tratado en el capitulo 3 se
puede aplicar con propiedad a las variables aleatorias. Asf, en el ejemplo
anterior debimos evaluar P(X < 3 | § < X < 32;) Aplicando de manera
directa la definicién de probabilidad individual, tenemos

P(3<X<))

P(X < PssXsy)
P(3<X<%)

1 2 _
|3 <X<3=

(&

1/2
. f1/3 2z de _5/36 5

- f12//332wdm S8 12

EJEMPLO 4.13. Sea X la duracién (en horas) de cierto tipo de
bombilla eléctrica. Supéngase que X es una variable aleatoria continua
y supéngase que la fdp f de X estd dada por
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f(z) = a/2®, 1500 <« < 2500,

= 0, para cualquier otro valor.

(Es decir, asignamos probabilidad cero al evento {X < 1500} y {X >
2500}.) Para evaluar la constante a, debemos acudir a la condicién
ff;o f(z)de = 1, que en este caso se convierte en 1255(%) afed dz = 1.
De esto obtenemos ¢ = 7,031, 250. La grafica de f aparece en la igura
4.10.

En un capitulo posterior estudiaremos detalladamente diversas va-
riables aleatorias importantes, discretas y continuas. Mediante el uso de
los modelos deterministas sabemos que ciertas funciones desempefian
un papel mucho més importante que otras. Por ejemplo, las funciones
lineales, cuadriticas, exponenciales y trigonométricas tienen un papel
primordial al describir modelos deterministas. Al desarrollar los mode-
los no deterministas (es decir, probabilisticos) encontraremos que ciertas
variables aleatorias son particularmente importantes.

4.5 Funcion de distribucién acumulativa
En este capitulo presentaremos otro importantc concepto general.

Definicién. Sea X una variable aleatoria, discreta o continua. Defi-

nimos que I es la funcidn de distribucion acumulativa de la variable

aleatoria X (abreviada fda) como F(z) = P(X < z).

Teorema 4.2. a) Si X es una variable aleatoria discreta,
f(=) =3 p(=;), (4.9)
]

donde la suma se toma sobre todos los indices j que satisfacen z; < z.
b) Si X es una variable aleatoria continua con {dp f,

f(z) = /; £(s) ds. (4.10)

Demostracién: Ambos resultados se deducen inmediatamente de la
definicién.
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F(x)

\]1

[Ty TP T —

—_—

N+
wt

FIGURA 4.11

EJEMPLO 4.14. Supongamos que la variable aleatoria X" toma los tres
valores 0,1, y 2 con probabilidades :1;, %)r y %, respectivamente. Entonces,

F(z) = si =<0,

0

=1 si 0<e<],
3T osi 1<z<?,
1

si x> 2,

(Nétese que es muy importante indicar la inclusién o exclusién de los
puntos extremos al describir los diversos intervalos.) La grafica de F se
presenta en la figura 4.11.

EJEMPLO 4.15. Supongamos que X es una variable aleatoria conti-
nua con fdp

flz)=2z, 0<z<l1,

=0, para cualquicr otro valor.

Por lo tanto, la fda F estd dada por

F(z)=0 si =<0,

= 2sds =z
0
si O0<z<1,
=1 si x>1
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F(x)

11

FIGURA 4.12

Las graficas obtenidas en las figuras 4.11 y 4.12 para las {da (en cada
uno de los casos) son tipicas en ¢l siguiente sentido.

a) Si X es una variable aleatoria discreta con un ndamero finito de
valores posibles, la grafica de la fda F' se formara de trazos horizontales
(se llama funcién escalonada). La funcién F’ es continua excepto para
los valores posibles de X, llamados zy,...,2zn. En el valor z; la gréfica
tendrd un “salto” de magnitud p(z;) = P(X = z;).

b) Si X es una funcién aleatoria continua, F' serd una funcién conti-
nua para toda z.

¢) La fda F estd definida para todos los valores de z, lo cual es una
razén importante para considerarla.

Hay dos propiedades fundamentales de la fda que resumiremos en
el teorema siguiente.

Teorema 4.3. a) La funcién F es no decreciente. Esto es si 27 < 9,
tenemos F(xy) < F(z).
b) limz— oo F(2) = 0y limg—eoF(z) = 1. [A menudo esto lo
escribimos como F(—oo) =0, F(oo) = 1]

Demostracion: a) Definamos los eventos A y B como sigue: A = {X <
r1}, B = {X < z3}. Entonces, puesto que 21 < 23, tenemos A C By
por el teorema 1.5, P(4) < P(B), que es cl resultado requerido.

b) En cl caso continuo tenemos

Fooo)= lim " (s

r—0C

F(oo) = lim / f(s)d
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En el caso discreto el argumento es anilogo.

La funcién de distribucién acumulativa es importante por varias ra-
zones. Esto es particularmente cierto cuando tratamos con una variable
aleatoria continua, porque en este caso no podemos estudiar la conduc-
ta probabilistica de X al calcular P(X = ). Esa probabilidad siempre es
igual a cero en el caso continuo. Sin embargo, podemos inquirir acerca
de P(X < z)y, como lo demostramos en el préximo teorema, obtener
la fdp de X.

Teorema 4.4. a) Sea F la fda de una variable aleatoria continua con
fdp f. Luego,

J(2) = 2 F(@)

para toda z en la cual I es diferenciable.

b) Sea X una variable aleatoria discreta con valores posibles zy, 29,
.+, y supongamos que es posible rotular esos valores de modo que
r1 < 29 < ---Sea F'lafdade X. Entonces,

ple;) = P(X = a;) = F(z;) = F(z;_1). (4.12)

Demostracion: a) F(z) = P(X < z) = [*_ f(s) ds. Asi, aplicando al
teorema fundamental del cdlculo, obtenemos F'(z) = f(z).
b) Puesto que supusimos 1 < z3 < ..., tenemos

= plaj) + p(zj—1) + - + p(z1).
F(J}j__]) = P(.X:.’L']'_lUX:CI:]'_QU'-'U)(:Q:I)
= p(z;_1) +p(zj_a) + -+ p(z7).
Por lo tanto, F(z;) — F(z;_1) = P(X = z;) = p(z;).

Observacidn: Reconsideremos brevemente ) del teorema anterior. Recorde-
mos la definicién de derivada de la funcién F': :
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F'(z) = lim Pzt h) = Flz)

h—0 h
X< - P(X
_ oy P <atm) - P(X <a)

.1 .
hl_lf& E[P(a: <X <z+h)).

Asi, si h es pequeiia y positiva,

Pl = fnyx PESLS2E0),

Es decir, f(z) es aproximadamente igual a la “cantidad de probabilidad en
clintervalo (z, z + k) por longitud h”. De aqui el nombre de funcidn de densidad
de probabilidad.

EJEMPLO 4.16. Supongamos que una variable aleatoria continua
tiene fda I” dada por

Fz)=0, 2<0,
=1—-¢7% =2z>0.

Entonces, F'(z) = ¢ paraz > 0, y asi la fdp f es dada por

f@)=€"" =20,
= 0 para cualquicr otro valor.

Observacién: Una advertencia sobre la terminologia puede ser de utilidad.
Esta terminologia, aunque no es muy uniforme, ha llegado a estandarizarse.
Cuando hablamos de la distribucién de probabilidades de una variable aleatoria X
indicamos su fdp f si X es continua, o de su funcién de probabilidad puntual
p definida para zy,z,,... si X es discreta. Cuando hablamos de la funcién
de distribucién acumulativa, o algunas veces sélo de la funcién de distribucién,
siempre nos referimos a F, donde F(z) = P(X < 2).

4.6 Distribuciones mixtas

Hemos restringido nuestra exposicién sélo a variables aleatorias discre-
tas o continuas. Tales variables aleatorias ciertamente son las més im-
portantes en las aplicaciones. Sin embargo, hay situaciones en las cuales
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podemos encontrar variables del tipo mixto: la variable aleatoria X pue-
de tomar ciertos valores distintos, por ejemplo, z1, ..., s, con probabi-
lidad positiva y tomar también todos los valores en algiin intervalo, por
ejemplo, a < z < b. La distribucién de probabilidades de tales variables
aleatorias se obtendria al combinar las ideas consideradas anteriormente
para la descripcién de las variables aleatorias discretas y continuas como
sigue. A cada uno de los valores z; se le asigna un nimero p(z;) tal que
p(z;) > 0, para toda 1, y tal que B, p(z;) = p < 1. Entonces definimos
una funcién f que satisface f(z) > 0, f: f(z) dz =1 — p. Para toda a,b,
con —oo < a < ¢ < +oo,

b
Pa<X<h)= [ f@det T pla).

{i:a<z; <b}
De esta manera satisfacemos la condicién
P(S)= P(~o0o < X < 00) =1.

Una variable aleatoria del tipo mixto puede aparecer como sigue.
Supéngase que estamos probando un cquipo y X es el tiempo de
funcionamiento. En la mayoria de los problemas describiriamos X como
una variable aleatoria continua con valores posibles z > 0. Sin embargo,
hay algunos casos en los cuales hay una probabilidad positiva de que el
articulo no funcione del todo, es decir, falla al tiempo X = 0. En tal
caso deseariamos modificar nuestro modclo y asignar una probabilidad
positiva, por ejemplo p, al resultado X = 0. Por tanto, tendrfamos
P(X =0)=pyP(X >0) =1-p. Asi el nimero p describirfa la
distribucién de X en 0, mientras que la fdp f describirfa la distribucién
de valores de X > 0 (Fig. 4.13).

® S
/0 fx) dx=1—p

P(X=0)=p e

FIGURA 4.13 FIGURA 4.14
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4.7 Variables aleatorias distribuidas uniformemente

En los capitulos 8 y 9 estudiaremos con detalle algunas importantes va-
riables aleatorias discretas y continuas. Ya hemos presentado la relevan-
cia de la variable aleatoria binomial. Ahora consideremos brevemente
una variable continua también importante.

Definicién. Supongamos que X es una variable aleatoria continua
que toma todos los valores en el intervalo {a, b}, donde ambos, a y
b, son finitos. Si la fdp de X estd dada por

1
f(‘r):b__a aSISb7

= 0 para cualquier otro valor (4.13)

decimos que X esta distribuida uniformemente en el intervalo [a, b].
(Véase la Fig. 4.14))

Observaciones: a) Una variable aleatoria distribuida uniformemente tiene una
fdp que es una constante en el intervalo de definicién. A fin de satisfacer la
condicién ff:oo f(z) de = 1, esta constante debe ser igual al reciproco de la
longitud del intervalo.

b) Una variable alcatoria distribuida uniformemente representa el término
continuo andlogo a los resultados igualmente posibles en el sentido siguiente.
Para cualquier subintervalo {¢,d], dondea < ¢ < d < b, P(c < X < d)esla
misma para todos los subintervalos que tienen la misma longitud. Esto es,

—C

d
Pesxsd)= [ f@)ds=]
c b—a

y asi s6lo depende de la longitud del intervalo y no de la ubicacién de éste.

¢) Ahora podemos precisar la nocién intuitiva de elegir un punto P al azar
en un intervalo, por cjemplo [, b]. Con esto s6lo indicaremos que la coorde-
nada x del punto elegido, por ejemplo X, estd distribuida uniformemente en
[a, b].

EJEMPLO 4.17. Sc clige al azar un punto sobre el segmento de linca
[0,2]. <Cual es la probabilidad de que el punto escogido quede entre 1

3
y 73.
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Representando la coordenada del punto elegido por X, tenemos
que la fdp de X estd dada por f(z) = %, 0 < z < 2y, por tanto,
PO<X <=1

F(x)

—’/
X=a

b FIGURA 4.15

EJEMPLO 4.18. Se puede suponer que la dureza, digamos H, de
una muecstra de acero (medida en la escala Rockwell) es una variable
aleatoria continua distribuida uniformemente sobre [50,70] en la escala
B. Por tanto, '

f(h) = 2, 50 < h <70, ‘

0 para cualquier otro valor.

EJEMPLO 4.19. Obtengamos una expresién para la fda de una
variable aleatoria distribuida uniformemente

F(z)= P(X <z)= /x (s) ds

=1 si x> b.

La grifica correspondiente aparece en la figura 4.15.

4.8 Una observacion

IHemos sefalado varias veces que en alguna etapa del desarrollo de nues-
tro modelo probabilistico deben asignarse algunas probabilidades a los
resultados sobre la base de alguna evidencia experimental (como es la

frecuencia relativa, por ejemplo) o algunas otras consideraciones, tales
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como expericncias pasadas con los fenémenos estudiados. El interro-
gante siguicnte sc le podria presentar al estudiante: {por qué no po-
driamos obtener todas las probabilidades en las cuales estamos intere-
sados por un medio no deductivo? La respuesta es que muchos eventos
cuyas probabilidades deseamos conocer, son tan complicados que nues-
tro conocimiento intuitivo es insuficiente. Por ejemplo, supongamos
que diariamente salen 1000 articulos de una linea de produccién, al-
gunos de ellos son defectuosos. Deseamos conocer la probabilidad de
tener 50 o mds articulos dcfectuosos en un dia dado. Aun si estamos
familiarizados con ¢l comportamiento general del proceso de produc-
cién, nos podria ser dificil asociar una medida cuantitativa al evento:
50 o mcnos articulos son defectuosos. Sin embargo, podriamos afirmar
que individualmente cualquier articulo tenia la probabilidad 0.10 de ser
defectuoso. (Esto cs, las experiencias anteriores nos permiten saber que
cerca del 10% dec los articulos son defectuosos.) Atin mds, podriamos su-
poner que los articulos individuales son defectuosos o no defectuosos,
independientemente uno de otro. Ahora podemos proceder de manera
deductiva y derivar la probabilidad del evento que se considera. Esto es,
si X = numero de defectuosos,

50
P(X <50)= )" (1(;?0

)(o.10)’°(0.90)1°°°’k.
k=0

.o que aqui se destaca es que los diversos métodos para calcular pro-
babilidades que hemos derivado (y los que estudiaremos posteriormen-
te) son de mucha importancia, puesto que con cllos podemos calcular
las probabilidades asociadas con eventos mas complicados, lo cual seria
dificil de obtener con medios intuitivos o empiricos.

PROBLEMAS

4.1. Se sabe que al lanzar una moneda, a menudo sale cara tres veces mds
que scllo. Esta moneda se lanza tres veces. Sea X ¢l niimero de caras que
aparccen, establecer la distribucién de probabilidades de X, asi como la fda.
Hacer una grifica de ambas.

4.2. De un lote que contiene 25 articulos, 5 de los cuales son defectuosos, se
eligen 4 al azar. Sea X el nimero de articulos defectuosos encontrados, obtener
la distribucién de probabilidades de X si

a) los articulos sc escogen con sustitucién,
b) los articulos se escogen sin sustitucién.




Problemas 99

4.3 Supéngase que la variable aleatoria X tiene valores posibles 1,2,3,. .,
yP(X=j)=1/2,j=1.2,...
.~ a) Calcular P(X es par).

b) Calcular P(X > 5).

¢) Calcular P(X es divisible entre 3).

: /

4.4. Considérese una variable aleatoria X con resultados posibles: 0,1,2, ...
Suponer que P(X = j)=(1—-a)a’,j =0,1,2,...

a) ¢Para qué valores de a es significativo el modelo anterior?

b) Verificar que lo anterior representa una distribucién de probabilidades
legitima.

¢) Dcmostrar que para dos enteros positivos cualesquiera s y i,

P(X>s+t]|X >s)=P(X >1).

4.5. Supéngase que la maquina 1 produce (diariamente) el doble de articulos
que la maquina 2. Sin embargo, cerca del 4% de los articulos de la maquina 1
tiende a ser defectuoso, mientras que la mdquina 2 sélo produce alrededor de
2% defectuosos. Supongamos que se combina la produccién diaria de las dos
mdquinas. Se toma una muestra aleatoria de diez del resultado combinado.
{Cuil es la probabilidad de que esta muestra contenga dos defectuosos?

4.6. Se lanza una serie de cohetes hasta que ocurre el primer lanzamien-
to exitoso. Si esto no sucede en cinco ensayos, el experimento se detiene y se
inspecciona el equipo. Supéngase que hay una probabilidad constante de 0.8
de tener un lanzamiento exitoso y que los ensayos sucesivos son independien-
tes. Ademds, el costo del primer lanzamiento es K délares, mientras que los
siguientes cuestan K /3 délares. Cada vez que hay un lanzamiento exitoso, se
obtiene cierta cantidad de informacién que puede expresarse como una ganan-
cia financiera de C délares. Si T es cl costo neto del experimento, encontrar la
distribucién de probabilidades de T'.

4.7. Calcular P(X = 5), donde X es la variable aleatoria definida en el
ejemplo 4.10. Supongamos que ny = 10, ng = 15, p; = 0.3y po = 0.2.

4.8. (Propiedades de las probabilidades binomiales.) En la exposicién del ejemplo
4.8 se sugiri6 un modelo general para las probabilidades binomiales (7) p*(1 -
p)"~*. Indicar estas probabilidades por p, (k).

a) Demostrar que para 0 < k < n tenemos

pu(k 4+ 1)/pn(k) = [(n = k)/(k + D]lp/(1 - p)].

b) Usando a), demostrar que

1) pu(k+1) > pa(k) si k <np—(1-p)
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i) Po(k+ 1) =pp(k) si k=mnp—(1-p),
iit) pp(k+1) < pu(k) si k>np—(1-p).

¢) Demostrar que si np — (1 — p) es un entero, p, (k) toma su valor maximo
para dos valores de k, lamados ko =np — (1 —p) y kg =np— (1 -p) + L.

d) Demostrar que si np — (1 — p) no es un entero, entonces py(k) toma su
valor maximo cuando k es igual al entero mds pequefio mayor que ko.

¢) Demostrar que sinp— (1 —p) <0, Pr(0) > Py(1) > --- > Pn(n), mientras
quesinp — (1 =p) =0, Pp(0) = Pp(1) > Pu(2) > - -+ > Pa(n).

4.9. La variable aleatoria continua X tiene fdp f(z) = 2/2,0 < z < 2.
Se hacen dos determinaciones independientes de X. ¢Cudl es la probabilidad
de que ambas determinaciones sean mayores que 1? Si se han hecho tres
dcterminaciones independientes, {cudl es la probabilidad de que exactamente
dos sean mayores que 1?

4.10. Sea X la duracién de un tubo electrénico y supongamos que X
se puede representar como una variable aleatoria continua con fdp f(z) =
be=b7 2 0. Sea p; = P(j < X < j+1). Demostrar que p; es de la forma
(1 — a)a’ y determinar a.

4.11. La variable aleatoria continua X tiene la fdp f(z) = 32%,-1 <z < 0.
Si b es un niimero que satisface —1 < b < 0, calcular P(X > b | X < b/2).

4.12. Supéngase que f y g son fdp en el mismo intervalo, a < z < b.

a) Demostrar que f + g no es una fdp en ese intervalo.
b) Demostrar que para todo nimero 3,0 < 8 < 1, 8f(z) + (1 — B)g(z) es
una fdp en ese intervalo.

4.13. Suponer que la grifica de la
figura 4.16 representa la fdp de una fx)
variable aleatoria X.

(a, b)
@) ¢Cudl es la relacién entre a y b?
by Sia > 0yb > 0, {qué puede
decir acerca del mayor valor que puede -
tomar b? (Véase Fig. 4.16.) x=-a l x=b
Ficura 4.16

4.14. El porcentaje de alcohol (100X) en cierto compuesto se puede con-
siderar como una variable aleatoria, donde X, 0 < X < 1, tiene la siguiente
fdp:

f(z)=2022(1—2), O<z<l
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a) Obtener una expresién para fda F' y dibujar su gréfica.

b) Calcular P(X < %)

¢) Supéngase que el precio de venta del compuesto anterior depende del
contenido de alcohol. Especificamente, si % < X < %, el compuesto se vende
en C délares/galén; de otro modo se vende en C3 délares por galén. Siel costo
es C3 délares/galén, encontrar la distribucién de probabilidades de la utilidad
neta por galén. T :
. 4.15. Sea X una variable aleatoria continua con fdp f dada por:

f@)=az, 0<z<1,

=0, para cualquicr otro valor.

a) Determinar la constante a. -

b) Determinar F, la fda y dibujar la grafica.

¢) Si Xy, X3, y X3 son tres observaciones independientes de X ¢cudl es la
probabilidad de que exactamente uno de esos tres nimeros sea mayor que
1.5?

4.16. Se suponc que ¢l didmetro de un cable eléctrico, digamos X, es una
variable aleatoria continua con fdp f(z) =6z(1 - z),0<z < 1.

a) Verificar que la anterior es una fdp y dibujarla.

b) Obtener una expresién para la fdp de X y dibujarla.

¢) Determinar un nimero b, tal (lue P(X <b)=2P(X > b).

d) Calcular P(X < § | 3 < X < 3).

4.17. Cada una de las siguientes funciones representa la fda de una variable
aleatoria continua. En cada caso F'(z) = Oparaz < ay F(z) = 1 paraz > b,
donde [a, b] es elintervalo indicado. En cada uno de los casos, dibujar la funcién
F, determinar la fdp f y dibujarla. También verificar que f cs una fdp.

a) F(z) =2/5,0<z<5 b) F(z)= (2/m)sen"1(\/z),0<z <1
¢) F(z)=e3*, —0co<z <0 d)y F(z)=23/2+%,-1<z < 1.
4.18. Sea X la duracién de un instrumento clectrénico (medida en ho-

ras). Supéngase que X es una variable aleatoria continua con fdp f(z) =
k/z™,2000 < z < 10000.

a) Paran = 2, determinar k.
b) Para n = 3, determinar k.
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¢) Para n en general, determinar k.

d) <Cuadl es la probabilidad de que cl instrumento falle antes de 5000 horas
de funcionamiento?

¢) Dibujar la fda F'(2) para ¢) y determinar su forma algebraica.

4.19. Sea X una variable aleatoria distribuida binomialmente con base
en dicz repeticiones de un experimento. Si p = 0.3, calcular las siguientes
probabilidades usando la tabla de la distribucién binomial del Apéndice.

a) P(X <8) b)P(X=1) ¢)P(X >6).

4.20. Supéngase que X estd distribuida uniformemente en [—-a, +a], donde
o > 0. Cada vez que sea posible, determinar o de modo que se satisfaga lo
siguiente.

a) PX>)=L npPx>1=1 ogP(x<l=07

d) P(X <1=03 o P(X|<1)=P(X|>1).

4.21. Suponiendo que X est4 distribuida uniformemente en [0,a],a > 0
responder las preguntas del problema 4.20.

4.22. Se escoge un punto al azar de un segmento de longitud L. <Cuél es
la probabilidad de que la razén del segmento mas corto en relacién con el mas
largo sea menor que 1?

4.23. Una féabrica produce diariamente diez recipientes de vidrio. Se puede
suponer que hay una probabilidad constante p = 0.1 de producir uno defec-
tuoso. Antes de que estos depésitos se almacenen son inspeccionados y a los
defectuosos se les aparta. Supongamos que hay una probabilidad constante
r = 0.1 de que un recipiente defectuoso sea mal clasificado. Sea X igual al
namero de recipientes clasificados como defectuosos al término de un dfa de
produccién. (Suponemos que todos los recipicntes que se fabrican en un dia se
inspcccionan ese mismo dia.)

a) Calcular P(X = 3)y P(X > 3),
b) Obtener una expresién para P(X = k).

4.24. Supodngase que el 5% de los articulos que salen de una linea de
produccién son defectuosos. Se escogen diez de cllos y se inspeccionan. ¢Cudl
es la probabilidad de que se encuentren cunando mucho dos defectuosos?

4.25. Suponer que la duracién (en horas) de cierto tubo de radio es una
variable aleatoria continua X con fdp f(z) = 100/z%,z > 100y 0 para cualquier
otro valor.

@) ¢Cudl es la probabilidad de que un tubo dure menos de 200 horas si se
sabe que el tubo todavia funciona después de 150 horas de servicio?




Problemas 103

b) ¢Cual es la probabilidad de que si se instalan tres de esos tubos en un
conjunto, exactamente uno tenga que ser sustituido después de 150 horas de
servicio?

¢) ¢{Cuiles el nimero madximo de tubos que se pueden poner en un conjunto
de modo que haya una probabilidad 0.5 de que después de 150 horas de
servicio funcionen todavia?

4.26. Un experimento consta de n ensayos independientes. Se puede su-
poner que debido al “aprendizaje”, la probabilidad de obtener un resultado
exitoso aumenta con el nimero de ensayos realizados. Especificamente, su-
pongamos que P(éxito en la i-ésima repeticién) = (i+1)/(i+2),7=1,2,...,n.

a) {Cudl es la probabilidad de tener tres resultados exitosos por lo menos
en ocho repeticiones?

b) <Cuidl es la probabilidad de que el primer resultado exitoso ocurra en la
octava repeticién?

4.27. Refiriéndonos al ejemplo 4.9,

a) calcular P(X = 2) sin =4,
b) para un n arbitrario, demostrar que P(X = n — 1) = P (exactamente un
intento no exitoso) es igual a [1/(n + 1)), (1/7).

4.28. Silavariable aleatoria K esta distribuida uniformemente en (0.5), {cudl
es la probabilidad de que las raices de la ecuacién 422 + 42K + K + 2 = 0 sean
reales?

4.29. Supéngase que la variable aleatoria X tiene valores posibles 1,2,3,...
yque P(X =r)=k(1-8)""L0< B <1

a) Determinar la constante k.
b) Encontrar la moda de esta distribucién (es decir, el valor de r que da el
mayor valor deP(X = r)).

~ 4.30. Una variable aleatoria X puede tomar cuatro valores con probabilida-
des (14 3z)/4, (1 — z)/4, (1 + 2x)/4, y (1 — 4z)/4. Para qué valores de X es
ésta una distribucién de probabilidades?

,\

N

b U



5.1 Un ejemplo

Supongamos que el radio X de la entrada de un tubo muy bien calibrado
se considera como una variable aleatoria continua con fdp f. Sea A =
rX? el drea de la seccién de la entrada; entonces es evidente que, puesto
que el valor de X es el resultado de un experimento aleatorio, también
lo es el valor de A. Es decir, A es una variable aleatoria (continua), y
podriamos obtener su fdp, digamos g. Esperarfamos que; puesto que
A es una funcién de X, la fdp ¢ se puede derivar de alguna manera
conociendo la fdp f. En este capitulo trataremos problemas de esta
naturaleza. Antes de familiarizarnos con algunas técnicas especificas
necesarias, formularemos los conceptos anteriores con mayor precisién.

Ry Ry

X _ X(s)=x

FicUura 5.1
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5.2 Eventos equivalentes

Sean ¢ un experimento, S un espacio muestral asociado con ¢ y X’ una
variable aleatoria definida en S;

supongamos que y = II(x) es una funcién real de z. Entonces,
Y = H(X') es una variable aleatoria puesto que para cada s € S se
determina un valor de Y, digamos y = H[X(s)]. Esto se representa
en forma esquemdtica en la figura 5.1. Como antes, llamamos Ry al
espacio del intervalo de X, ¢l conjunto de valores posibles de la funcién
X. De igual modo, definimos como Ry el espacio del intervalo de la
variable aleatoria Y, el conjunto de valores posibles de Y. Previamente
(ecuacién 4.1) definimos la nocién de eventos equivalentes en Sy en Ry.
Extendamos ahora este concepto de la siguiente manera natural.

Definicién. Sea C' un evento (subconjunto) asociado con el recorrido
de Y, Ry, como se describié anteriormente. Definase B C R
como sigue:

B={x€ R;: H(z) e C}. (5.1)

En palabras, B es el conjunto de los valores de X tales que H(z) €
C. Si B y C estdn rclacionados de esta manera los llamamos
eventos equivalentes.

Observaciones: a) Como dijimos antes, la interpretacién informal de lo ante-
rior es que B y C son eventos equivalentes st y sélo si B y C ocurren juntas.
Esto es, cuando ocurre B, ocurre C y reciprocamente.

b) Supéngase que A cs un evento asociado con S, el cual es equivalente a un
evento B asociado con R;. Por lo tanto, si C' es un evento asociado con Ry que
es equivalente a B, tenemos que A es equivalente a C.

¢) Nuevamente es importante darse cuenta de que cuando hablamos de
cventos equivalentes (en el sentido anterior), esos eventos estian asociados con
espacios muestrales diferentes.

EJEMPLO 5.1. Supongamos que /1(z) = w2z como en la seccién 5.1.

Luego, los eventos B : {X > 2} y C : {Y > 4r} son equivalentes,
porque si ¥ = 7X?, entonces {X > 2} ocurre siy sélo si {Y > 4r}
ocurre, puesto que en el presente contexto, X no puede tomar valores
negativos. (Véase la Fig. 5.2.)
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y=xx2

X

»
I
N

FIGURA 5.2

Observacion: Otra vez es importante sefialar que se usa una notacién abre-
viada cuando escribimos expresiones como {X > 2} y {Y > 4r}. Por su-
puesto, nos estamos refiriendo a los valores de X y a los valores de Y, o sea,
{s1 X(s)>2}y{z | Y(z) > 4r}.

Como hicimos en el capitulo 4 (Ec. 4.2), nuevamente haremos la
definicién siguiente.

Definicién. Sean X una variable aleatoria definida en el espacio
muestral S, R; el recorrido de X y H una funcién real, y consi-
deremos la variable aleatoria Y = H(X) con recorrido Ry. Para
cualquier evento C' C Ry, definimos P(C') como sigue:

P(C)=P[{r € Ry : H(z) € C}]. (5.2)

En palabras, la probabilidad de un evento asociado con el recorri-
do deY estd definida como la probabilidad del evento equivalente
(en términos de X), como aparece en la ecuacién (5.2).

Observaciones: a) La definicién anterior hara posible calcular las probabilida-
des relacionadas con eventos con Y si conocemos la distribucién de probabili-
dades de X y podemos determinar el evento equivalente en cuestién.

b) Puesto que lo tratado previamente (ecuaciones 4.1 y 4.2 relaciona proba-
bilidades asociadas con R, con probabilidades asociadas con S, podemos escri-
bir la ecuacién (5.2) como sigue:

P(C)=P[{z€R: : H(z) € C}=P[{s € S: H(X(s)) € C}].
EJEMPLO 5.2. Sea X una variable aleatoria continua con fdp

f(z)=¢"%, z>0.
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(Una integracién sencilla indica que
e de =1.)
y=2x+1

Supéngase que H(z) = 2z + 1. Por tanto,
Ry = {z | > 0}, mientras que Ry = {y | y >
1}. Supdéngase que el evento C estd definido
como sigue: C = {Y > 5}. Ahora, y > 5siy
s6losi2z+1 > 5,loqueasuvezdaz > 2. Porlo
tanto, C' es equivalente a B = {X > 2}. (Véase /

la Fig. 5.3.) Ahora, P(X > 2) = [°e Pdz =
1/62. Por lo tanto, aplicando la ecuacién (5.2) 7
encontramos que

x=2

P(Y > 5) = 1/62 FIGURA 5.3

Observaciones: a) Nuevamente conviene sefialar que hay que considerar in-
corporar la evaluacién de z = X(s) y la evaluacién de y = H(z) en nuestro
experimento y, por tanto, considerar simplemente Ry, el recorrido de Y, co-
mo el espacio muestral de nuestro experimento.

Estrictamente hablando, el espacio muestral del experimento es S'y el resul-
tado del experimento es s. Todo lo que hagamos a continuacién no estd influido
por la naturaleza aleatoria del experimento. La determinacién de z = X(s) y
la evaluacién de y = H(z) son estrictamente procesos deterministas una vez
que se ha observado s. Sin embargo, como vimos antes, podemos incorporar
estos célculos en la descripcién de nuestro experimento y asi relacionarlos di-
rectamente con el recorrido Ry .

b) Asi como la distribucién de probabilidades se indujo en Ry por la distri-
bucién de probabilidades sobre el espaci6 muestral original S, de igual manera
la distribucién de probabilidades de Y se determina si se conoce la distribucién
de probabilidades de X. Asi en el ejemplo 5.2 la distribucién especifica de X
determiné completamente el valor de P(Y > 5).

¢) Al considerar la funcién de una variable aleatoria X, digamos Y = H(X),
debemos comentar que no se puede permitir toda funcién H concebible. Sin
embargo, las funciones que aparecen en las aplicaciones estdn inevitablemente
entre aquellas que podemos considerar y, por tanto, mis adelante no nos
referiremos a esta pequefia dificultad.

5.3 Variables aleatorias discretas

Caso 1. X es una variable aleatoria discreta. Si X es una variable
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aleatoria discreta y Y = H(X), entonces de inmediato se deduce que Y
es también una variable aleatoria discreta.

Porque supéngase que los valores posibles de X se pueden enumerar
como zp,x2,...,Zn,... Con seguridad, los valores posibles de Y se
pueden enumerar como y; = H(zy),yo = H(x2),... (Algunos de los
valores anteriores de Y pueden ser iguales, pero esto ciertamente no
impide el hecho de que esos valores puedan enumerarse.)

EJEMPLO 5.3. Supdngase que la variable aleatoria X toma los tres
valores —1,0 y 1 con probabilidades%,% y é—, respectivamente. Sea
Y = 3X + 1, entonces los valores posibles de Y son —2,1 y 4, cuyas
probabilidades se supone que son 3, 3 y %.

Este ejemplo sugiere el siguiente procedimiento general: si zy,...,zn,
... son los valores posibles de X, p(z;) = P(X = ;) y H es una funcién
tal que a cada valor de y le corresponda exactamente un valor de z,
entonces la distribucién de probabilidades de Y se obtiene como sigue:

Valores posiblesde Y :  y; = H(z;), i=1,2,...,n,...;
Probabilidadesde Y :  ¢(y;) = P(Y = y;) = p(z;).

A menudo, la funcién H no ticne la caracteristica anterior, y puede
suceder que varios valores de X den el mismo valor de Y, como ilustra
el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.4. Supéngase que consideramos la misma variable alea-
toria X como en el ejemplo 5.3. Sin embargo, introducimos ¥ = X2,
En este caso, los valores posibles de Y son 0 y 1, cuyas probabilidades
se supone que son %, %, porque Y = 1siysblosi X = -10X =1
y la probabilidad de este dltimo evento es § + § = % Debido a nues-
tra terminologia anterior, los eventos B : {X = 1}y C : {Y = 1}
son eventos equivalentes y, por lo tanto, segtn la ecuacién (5.2), tienen
probabilidades iguales.

El procedimiento general para situaciones como la descrita en el ejemplo

anterior es el que sigue: representemos con Ti) s Tigy vy Tipyenny 1OS
valores de X que tienen la propiedad H(z;;) = y; para toda j. Luego,

q(y;) = P(Y = y;) = p(zi)) + plei,) + -+
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En palabras, para calcular la probabilidad del evento {Y" = y;}, encuen-
tre el evento equivalente en términos de X (en el recorrido Rx) y luego
agregue todas las probabilidades correspondientes. (Véase la Fig. 5.4)

Rx Ry

[ —

FIGURA 5.4

EJEMPLO 5.5. Tenga X los valores posibles 1,2,...,n,... y sup6n-
gase que P(X =n) = %n. Digamos

Y =1 si Xespar

=—-1 si X esimpar.

Entonces, Y toma los dos valores —1 y +1. Puesto que Y = 1siy sélo

siX=20X=4,0X =6,0..., aplicando la ecuacién (5.2) se tiene
P(Y:l):%+l71§+611+...-_—%.

Por lo tanto, .
\ PY=-1)=1-PY =1)=%

Caso 2. X es una variable alcatoria continua. Puede suceder que
X sea una variable aleatoria continua, mientras que Y sea discreta. Por -
ejemplo, supongamos que X puede tomar todos los valores reales, mien-
tras que sedefineque Yseca+1si X > 0yqueY = —1si X < 0. Paraob-
tener la distribucién de probabilidades de Y, determinemos simplemen-
te el evento equivalente (en el recorrido Rx) que corresponde a los di-
ferentes valores de Y. En el caso anterior, Y = 1siysélosi X > 0, mien-
tras que Y = —1 si y s6losi X < 0. Por lo tanto, P(Y = 1) = P(X > 0),
mientras que P(Y = - 1) = P(X < 0). Si se conoce la fdp de X pue-
den calcularse estas probabilidades. En el caso general, si {Y = y;} es
equivalente a un evento, digamos A, en el recorrido de X entonces,

q(y;) = P(Y =y;) = /Af(a:)dx.
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5.4 Variables aleatorias continuas

El caso mds importante (y el que se encuentra con mayor frecuencia)
aparece cuando X es una variable aleatoria continua con fdp fy H es
una funcién continua. Por tanto, Y = H(X') es una variable aleatoria
continua y nuestro propésito serd obtener su fdp, digamos g.

El procedimiento general serd asi:

a) Obtenga G, la fda de Y, donde G(y) = P(Y < y), después de
encontrar el evento A (en el recorrido de X) que equivale al evento
{Y <y}

b) Diferencie G(y) respecto a y para obtener g(y).

¢) Determine estos valores de y en el recorrido de Y para los cuales
9(y) > 0.

EJEMPLO 5.6. Supdngase que X tiene Y

fdp
f(z) =22, 0<a<], fy=3x+1
= (0 en otra parte. y
Sea H(x) = 3z + 1. Por tanto, para
encontrar la fdpde Y = H(X) tenemos (Fig.
5.5)
Gly) =P(Y <y)=PBX +1<y) /
= P(X < (y— 1)/3) Al -
(y-1)/3 2
:/ 2zdr = [(y— 1)/3]".
0 ' FIGURA 5.5
Asi,

9(y) = G'(y) = §(y - 1).

Puesto que f(z) > 0 para 0 < z < 1, encontramos que g(y) > 0 para
1<y <4

Observacion: El evento A, antes mencionado, que equivale al evento {Y < y},
es simplemente {X < (y—1)/3}.

B A N R . 3458 R bt e At oo
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Existe otro método algo diferente para obtener el mismo resultado y
que mds adelante serd vtil. Consideremos nuevamente

y—1\ _ y—1>
)=+ (Y5,

Gly) = P(Y <) = P (X <
donde F es la fda de X, esto es,

F(z) = P(X < ).

Para evaluar la derivada de G, G'(y), usamos la regla de la cadena

para la derivacién como sigue:

dG(y) _ dG(y) du donde u = Y= 1 &
dy du dy’ 3
“2(y—
por tanto,, %/gg()’)—g(y D ,
=1 y=4 ’
N = Fu)t = 1_ M).l |
Gl =Fy=Jluy=2 ( 3 )% FIGURA 5.6

como antes. En la figura 5.6 aparece la grdfica de la fdp de Y. (Para
verificar los cédlculos nétese que f14 g(y)dy = 1.)

EJEMPLO 5.7. Supdngase que una variable aleatoria continua tiene
fdp como en el ejemplo 5.6. Sea H(z) = e~ *. Para encontrar la fdp de

Y = H(X) procedemos como sigue (Fig. 5.7):
G(y) = P(Y <y)= P " <y)
1
:P(Xz—lny):/l 2z dx
—Iny
=1-(=Iny)

Por tanto, g(y) = G'(y) = —2In y/y. Puesto que f(z) > 0 para
0 < 2 < 1, encontramos que g(y) > 0 para l/e < y < 1. (Nétese
que cl signo algebraico para g(y) es correcto, puesto que In y < 0 para
1/e < y < 1.) La grdfica de ¢g(y) se ilustra en la figura 5.8.
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y
2(y)
¥y
< \
x - y
x==Iny y = % y=1
FIGURA 5.7 FIGURA 5.8

Otra vez podemos obtener el resultado anterior con un planteamien-
to algo diferente que esbozaremos brevemente. Como antes,

G(y) = P(Y <y)=P(X > —-Iny)
=1-PX <-Iny)=1-F(-Iny),

donde, como antes, F es la {da de X. A fin de obtener la derivada de G
usaremos otra vez la regla de la cadena como sigue:

dG(y) _ dG du

dy ~ dudy donde u=—1Iny.

G = () =+2m v (),

como antes.

Generalicemos ahora el planteamiento que sugieren los ejemplos
anteriores. El paso crucial en cada uno de los ejemplos se efectué al
sustituir el evento {Y < y} por el evento equivalente en términos de la
variable aleatoria X. En los problemas anteriores esto fue relativamente
sencillo, puesto que en cada uno de los casos la funcién fue una funcién
de X estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
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Enla figura 5.9, y es una funcién estrictamente creciente de z. Por lo
tanto, podemos resolver y = H(z) para z en términos de y, digamos
T = H—l(y), donde H~! se llama funcién inversa de H. Asi, si H
es estrictamente creciente, {H(X) < y} equivale a {X < H7l(y)},
mientras que si [ es estrictamente decreciente, {H(X) < y} equivale
a{X>H (y)}

y=H(x)

x=H"'()

FIGURA 5.9

El método empleado en los ejemplos anteriores ahora se puede ge-
neralizar como sigue.

Teorema 5.1. Sea X una variable aleatoria continua con fdp f, donde
f(z) > 0paraa < ¢ < b. Supéngase que y = H(z) sea una funcién
de z estrictamente monétona (creciente o decreciente). Supéngase
que esta funcién es derivable (y, por tanto, continua) para toda z.
Entonces, la variable aleatoria Y definida como Y = H(X) tiene
una fdp g dada por

9(y) = f(z) , (5.3)

dz
dy

donde = se expresa en términos de y. Si H es creciente, entonces g es
distinta de cero para los valores de y que satisfacen H(a) < y < H(b).
Si H es decreciente, entonces g es distinta de cero para los valores de y
que satisfacen H(b) < y < H(a).

Demostracion: a) Supongamos que H es una funcién estrictamente
creciente. Por tanto,
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Gly)=P(Y <y)=PH(X)<y)
= P(X < H™Y(y)) = F(H 7' (y)).

Diferenciando G(y) respecto a y, obtenemos, al usar la regla dela cadena
para las derivadas,

dG(y) _ dG(y) d= gl
Dy = dr dy’ donde z=H" "(y).

_ dF(a:)d_m
- z dy

G'(y) - J@)5-

b) Supongamos que H es una funcién decreciente. Por lo tanto,

G(y)= P(Y <y) = P(H(X)<y)=P(X > H \(y))
=1-P(X <H Y(y)=1-FH(y)).

g

Procediendo como antes, podemos escribir

dG(y) _ dG(y)dz _ d dz dr

Observacidn: El signo algebraico obtcnido en 4) es correcto, puesto que siy es
una funcién decreciente de &, ¢ es una funcién decreciente de y y, por lo tanto,
dz/dy < 0. Asi, al usar el simbolo del valor absoluto en torno a dx/dy, podemos
combinar el resultado de a) y ) y obtener la forma final del teorema. .

EJEMPLO 5.8. Reconsideremos los ejemplos 5.6 y 5.7 aplicando el
teorema 5.1
a) En el ejemplo 5.6 tenfamos f(z) = 22,0 < 2 < 1yy =3z +1. Por
lo tanto, x = (y—1)/3 ydz/dy = §. Asi, g(y) = 2[(y—1)/3]3 = 3(y~1),
1 < y < 4, lo que concuerda con el resultado obtenido previamente.
b) En el ejemplo 5.7 tenfamos f(z) =2z,0 <z < lyy=e . Por
tanto, z = ~ln yy de/dy = —1/y. Asi, g(y) = —2(In y)/y, 1/e < y < 1,
lo que de nuevo estd de acuerdo con el resultado anterior.

Siy = H(z) no es una funcién monétona de = no podemos aplicar
directamente el método anterior. En su lugar, volveremos al método ge-
neral antes bosquejado. El ejemplo siguiente ilustra este procedimiento.

Bt RN v e 11 Y i B S e
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gy
y
f
y=x2
1,1
_ e (L.3)
x=—1 x=1 y
FIGURA 5.10 FIGURA 5.11

EJEMPLO 5.9. Supongamos que

f(x):%a —‘1<5U<1,
0

para cualquier otro valor.

Sea H(z) = z?. Obviamente ésta no es una funcién monétona en
todo el intervalo [—-1, 1] (Fig. 5.10). Por lo tanto, obtenemos la fdp de
Y = X? como sigue:

En donde F es la fda de la variable aleatoria X. Por tanto,

o) =6y = L0 LoD

F(Vy) + F(=vy)l.

_ 1
2./y

Asi, g(y) = (1/2/9) (3 + 1) = 1/2/9, 0 < y < 1.(Véase la Fig. 5.11.)
El método usado en el ejemplo anterior da el siguiente resultado
general.
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Teorema 5.2. Sean X una variable aleatoria continua con fdp fy
Y = X?. Entonces, la variable aleatoria Y tiene fdp dada por
L

25

Demostracién: Véase el ejemplo 5.9.

9(y) = 5—7=lF(VY) + F(=v¥)]-

PROBLEMAS

5.1. Supoéngase que X estd distribuida uniformemente en (—1,1). Sea
Y = 4 — X?. Encontrar la fdp de Y, sea g(y), y dibujarla. También verificar
que g(y) es una fdp.

5.2. Supéngase que X esta distribuida uniformemente en (1,3). Obtener las
fdp de las siguientes variables aleatorias: . “

) Y=3X+4 b)Z=¢".
Verificar en cada uno de los casos que la funcién obtenida es una fdp y dibujarla.

5.3. Supéngase que la variable aleatoria continta X tiene fdp f(z) = e~%
z > 0. Encontrar las fdp de las siguientes variables aleatorias:

a) Y =X% b»Z=3/(X+1)>~

’

5.4. Supédngase que la variable aleatoria discreta X toma los valores 1,2
y 3 con igual probabilidad. Encontrar la distribucién de probabilidades de
Y =2X+43.

5.5. Supéngase que X esta distribuida uniformemente en el intervalo (0,1).
Encontrar la fdp de las siguientes variables aleatorias:

) Y=X%2+1 B Z=1/(X+1).

5.6. Supéngase que X estd distribuida uniformemente en (—1,1). Encontrar
la fdp de las siguientes variables aleatorias:

a) Y =sen(mr/2)X b) Z = cos(n/2)X OoW=|X]|.

5.7. Supéngase que el radio de una esferaes una variable aleatoria continua.
(Debido a la imprecisién en el proceso de fabricacién, los radios de las diversas
esferas pueden ser diferentes.) Supéngase que el radio R tiene fdp f(r) =
6r(1 —r), 0 < r < 1. Encontrar la fdp del volumen V y del drea superficial S
de la esfera.

5.8. Una corriente eléctrica I que fluctia se puede considerar como una
variable aleatoria distribuida uniformemente en todo el intervalo (9, 11.). Si

o BTG £45 5T . SRR R
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esta corriente pasa por una resistencia de 2 ohms, encontrar la fdp de la
potencia P = 212

5.9. La velocidad de una molécula en un gas uniforme en equilibrio es una
variable aleatoria V' cuya fdp estd dada por

En donde b = m/2kT y k, T y m denotan la constante de Boltzman, la
temperatura absoluta y la masa de la molécula, respectivamente.

a) Calcular la constante a (en términos de b). [Indicacidn: Usar el hecho de
que [5° e~ dr = \/7/2 e integrar por partes.]

b) Derivar la distribucién dc la variable aleatoria W = mV2/2 que represen-
ta la energia cinética de la molécula.

5.10. Un voltaje aleatorio X estd distribuido uniformemente en el inter-
valo (—k,k). Si X es la energia recibida en un dispositivo no lineal, con las
caracteristicas que se indican en la figura 5.12, encontrar la distribucién de
probabilidades de Y en los tres casos siguicntes:

a)y k<a Ha<k<uz )k > zg.

Y

-xg —9 4 x FiGura 5.12

Observacidn: La distribucién de probabilidades de Y es un ejemplo de distri-
bucién mixta. Y toma el valor 0 con una probabilidad positiva y también toma
todos los valores en ciertos intervalos. (Véase la Sec. 4.6.)

5.11. La energia radiante (en Btu/hr/pie?) estd dada como la siguiente
funcién de la temperatura T' (en grados fahrenheit): £ = 0.173(7/100)%.
Supéngase que la temperatura T' se considera como una variable aleatoria
continua con fdp

f(t) =200t7%, 40 <t <50,

=0 para cualquier otro valor.

Encontrar la fdp de la energia radiante E.




Problemas 119

5.12. Para medir las velocidades del aire se usa un tubo (conocido como
el tubo estdtico de Pitot) que permite medir la diferencia de presién. Esta
diferencia de presién estd dada por P = (1/2)dV?, donde d es la densidad
del aire y V es la velocidad del viento (kph). Si V es una variable aleatoria
distribuida uniformemente en (10, 20), encontrar la fdp de P.

5.13. Supéngase que P(X < 0.29) = 0.75, donde X es una variable aleatoria
continua con alguna distribucién definida en (0,1). Si ¥ = 1 — X, determinar
k, de modo que P(Y < k) = 0.25.
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6.1 Variables aleatorias bidimensionales

En nuestro estudio de las variables aleatorias hemos considerado, hasta
aqui, sélo el caso unidimensional. Es decir, el resultado del experimento
se podia registrar como un solo nimero z.

En muchos casos, sin embargo, nos interesa observar simultdneamen-
te dos o mds caracteristicas numéricas. Por ejemplo, la dureza H y la re-
sistencia a la tensién T’ de una pieza manufacturada de acero pueden ser
de interés y considerariamos (h,t) como un solo resultado experimental.
Podriamos estudiar la altura A y el peso P de una persona determinada,
que darfa lugar al resultado (p,a). Finalmente, podriamos observar la
cantidad de lluvia total, LL, y el promedio de temperatura, T, en cierta
regién durante un mes especifico, que daria lugar al resultado (l1,1).

Haremos la siguiente definicién formal.

Definicién. Sea e un experimento y S un espacio muestral asociado
cone. Sean X = X(s)yY = Y(s) dos funciones que asignan
un ndmero real a cada uno de los resultados s € § (Fig.6.1).
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Llamamos a (X, Y") variable aleatoria bidimensional (que también se
denomina vector aleatorio).

Si Xy = Xi(s), Xo = Xa(s),...,Xn = Xn(s) son n funciones,
cada una de las cuales asigna un nimero real a cada resultado
s € S, entonces llamamos a (X7, ..., Xn) una variable aleatoria n-
dimensional (o un vector aleatorio n-dimensional).

S

FiGURA 6.1

Observacion: Como en el caso unidimensional, no nos interesa la naturaleza
funcional de X(s) y Y (s), sino los valores que toman X y Y. Hablaremos
nuevamente del recorrido de (X,Y), digamos Ry ;y-, como ¢l conjunto de todos
los valores posibles de (X,Y). En el caso bidimensional, por ejemplo, el
recorrido de (X,Y') serd un subconjunto del plano euclidiano. Cada uno de los
resultados X (s), Y (s) se puede representar como un punto (z,y) en el plano.
Suprimiremos nuevamente la naturaleza funcional de X y Y al escribir, por
ejemplo,P[X < a,Y <], envezde P[X(s) <a,Y(s) <b].

Como en el caso unidimensional, distinguiremos entre dos tipos basicos de
variables aleatorias: las variables aleatorias discretas y las continuas.

Definicién. (X,Y’) es una variable aleatoria bidimensional discreta si
los valores posibles de (X, Y') son finitos o infinitos numerables. Es
decir, los valores posibles de (X,Y’) se pueden representar como
(r,95),0=1,2,...,n,..53=1,2,...,m,...

(X,Y) es una variable aleatoria bidimensional continua si (X,Y)
puede tomar todos los valores en un conjunto no numerable del
plano euclidiano. [Por ejemplo, si (X,Y) toma todos los valores
en el rectdngulo {(z,y) | a <z < b, ¢ < y < d} o todos los valores
en el circulo {(z,y) | 22 + y? < 1}, dirfamos que (X,Y) es una
variable aleatoria bidimensional continua.]
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Observaciones: a) En otras palabras, (X,Y’) es una variable aleatoria bidimen-
sional si representa el resultado de un experimento aleatorio en el cual hemos
medido las dos caracteristicas numéricas X y Y.

b) Puede suceder que uno de los componentes de (X,Y), digamos X, sea
discreto, mientras que el otro es continuo. Sin embargo, en la mayor parte de
las aplicaciones nos interesamos sélo por los casos analizados anteriormente, en
los cuales ambos componentes son discretos, o ambos continuos.

¢) En muchas situaciones las dos variables aleatorias X y Y, consideradas en
conjunto, son de un modo muy natural el resultado de un solo experimento,
como se ilustré en los ejemplos anteriores. Es asicomo X yY pueden represen-
tar la altura y el peso de un mismo individuo, etc. Sin embargo, no es necesario
que exista esta clase de conexién. Por ejemplo, X podria ser la corriente que
circula por un circuito en un momento especifico, mientras que Y podria ser la
temperatura en la habitacién en ese instante, entonces podriamos considerar la
variable aleatoria bidimensional (X,Y). En la mayor parte de las aplicaciones
hay una razén importante para considerar X y Y conjuntamente.

Para describir la distribucién de probabilidades de (X,Y) procedemos de
modo analogo al caso unidimensional.

Definicién. a) Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional dis-
creta. Con cada resultado posible (z;,y;) asociamos un nimero
p(x;, ;) que representa P(X = «;,Y = y;) y que satisface las con-
diciones siguientes:

1)  p(z;,y;) >0 paratoda (2;,y;)

2 Y plei,ey) = 1. (6.1)
j=1i=1

La funcién p definida para toda (z;,y;) en el recorrido de (X,Y)
se llama funcion de probabilidad de (X,Y). El conjunto de ternas
(zi,95,0(2i,95)), 4,5 = 1,2,..., en algunos casos se denomina
distribucion de probabilidades de (X,Y).

b) Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional continua que
toma todos los valores en una regién R del plano euclidiano. La
funcién de densidad de probabilidades conjuntas f es una funcién que
satisface las siguientes condiciones:
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3) f(z,y)>0 paratoda (z,y) € R,

4) // f(z,y) de dy = 1. (6.2)
R

Observaciones: a) La analogia a una distribucién de masas es otra vez induda-
ble. Tenemos una masa unitaria distribuida en una regién del plano. En el caso
discreto, toda la masa se concentra en un namero finito o infinito numerable
de puntos con masa p(z;,y;) ubicados en (x;,y;). En el caso continuo, la masa
se encucntra en todos los puntos de un conjunto no numerable en el plano.

b) La condicién 4 indica que el volumen total bajo la superficie dada por la
ecuacién z = f(z,y)esiguala 1.

¢) Como en el caso unidimensional, f(z,y) no representa la probabilidad
de nada. Sin embargo, para Az y Ay positivos y suficientemente pequeias,
f(z,y)AzAy es aproximadamente iguala P(xz < X <z+Az,y <Y < y+Ay).

d) Como en el caso unidimensional, adoptaremos la convencién de que
f(z,y) = 0si(z,y) ¢ R. Por tanto, podemos considerar f definida para toda
(z,y) en el plano y la condicién 4 anterior se convierte en [T [+ f(z y)
de dy = 1.

¢) Nuevamente suprimiremos la naturaleza funcional de la variable aleato-
ria bidimensional (X,Y). Deberiamos escribir proposiciones de la forma
P[X(s) = z;, Y(s) = y;], etc. No obstante, si se entien