
Source gallica.bnf.fr / Bibliothèque de l'Ecole polytechnique

Calcul des probabilités / par
J. Bertrand,...

https://www.bnf.fr
https://gallica.bnf.fr


Bertrand, Joseph (1822-1900). Auteur du texte. Calcul des
probabilités / par J. Bertrand,.... 1889.

1/ Les contenus accessibles sur le site Gallica sont pour la plupart des reproductions numériques d'oeuvres tombées
dans le domaine public provenant des collections de la BnF. Leur réutilisation s'inscrit dans le cadre de la loi n°78-
753 du 17 juillet 1978 :
 - La réutilisation non commerciale de ces contenus ou dans le cadre d’une publication académique ou scientifique
est libre et gratuite dans le respect de la législation en vigueur et notamment du maintien de la mention de source
des contenus telle que précisée ci-après : « Source gallica.bnf.fr / Bibliothèque nationale de France » ou « Source
gallica.bnf.fr / BnF ».
 - La réutilisation commerciale de ces contenus est payante et fait l'objet d'une licence. Est entendue par réutilisation
commerciale la revente de contenus sous forme de produits élaborés ou de fourniture de service ou toute autre
réutilisation des contenus générant directement des revenus : publication vendue (à l’exception des ouvrages
académiques ou scientifiques), une exposition, une production audiovisuelle, un service ou un produit payant, un
support à vocation promotionnelle etc.

CLIQUER ICI POUR ACCÉDER AUX TARIFS ET À LA LICENCE

2/ Les contenus de Gallica sont la propriété de la BnF au sens de l'article L.2112-1 du code général de la propriété
des personnes publiques.

3/ Quelques contenus sont soumis à un régime de réutilisation particulier. Il s'agit :

 - des reproductions de documents protégés par un droit d'auteur appartenant à un tiers. Ces documents ne peuvent
être réutilisés, sauf dans le cadre de la copie privée, sans l'autorisation préalable du titulaire des droits.
 - des reproductions de documents conservés dans les bibliothèques ou autres institutions partenaires. Ceux-ci sont
signalés par la mention Source gallica.BnF.fr / Bibliothèque municipale de ... (ou autre partenaire). L'utilisateur est
invité à s'informer auprès de ces bibliothèques de leurs conditions de réutilisation.

4/ Gallica constitue une base de données, dont la BnF est le producteur, protégée au sens des articles L341-1 et
suivants du code de la propriété intellectuelle.

5/ Les présentes conditions d'utilisation des contenus de Gallica sont régies par la loi française. En cas de
réutilisation prévue dans un autre pays, il appartient à chaque utilisateur de vérifier la conformité de son projet avec
le droit de ce pays.

6/ L'utilisateur s'engage à respecter les présentes conditions d'utilisation ainsi que la législation en vigueur,
notamment en matière de propriété intellectuelle. En cas de non respect de ces dispositions, il est notamment
passible d'une amende prévue par la loi du 17 juillet 1978.

7/ Pour obtenir un document de Gallica en haute définition, contacter
utilisation.commerciale@bnf.fr.

https://www.bnf.fr
https://gallica.bnf.fr
https://www.bnf.fr/fr/faire-une-utilisation-commerciale-dune-reproduction
mailto:utilisation.commerciale@bnf.fr


BERTRAND, ,JOSEPH.

Calcul des probabilités

Gauthier-Villars

Paris







CALCUL

nrs

PROBABILITÉS.



r.ujl l'an». lui|. (i.M.THlKH-VlU.MlSKl' H [.S, <|m! h; (ir on.lj-u.iiiins.



CALCUL

PROBABILITÉS

l'Ait

J. liERTIUNI),

IHi* Si:If.Nfîl:s.

/s," f *<•'

PARIS.

OAUTIIIEK-VILUnS ET FILS. IMPRIMEURS-IJUIIAIBBS

ut- h l- ni: ai: des i.on<;iti:i>ks, i>k i.i::<:oi.k poi.vTKciixiorE.

Quai >Ls GramU-AiiKiistin'S.â°i.

1881)

TciOSllMlt>ri;-MU;i.)





PRÉFACE.

Le Calcul des probabilités est une de, branches les plus attrayantes

des Sciences mathématiques et cependant l'une des plus nùyligïu.s.

Le beau livre de Laplaee en est peut-être une des causes. Doux opi-

nions, en effet, se sont formées, sans rencontrer presque de contra-

dicleurs: on ne peut biuu connaître le Calcul des probabilités sans

avoir lu le livre de Laplace; ou ne peut lire le livre de Laplace sau-

>"v préparer par les études Miitliéinalique.'S les plus' profondes.

La seconde de ces propositions est incontestable,et le Traiteanaly-

tique du Calcul fies probabilités commence par deux cents papes, au
moins, dans lesquelles l'exposition des théories mathématiques qui doi-

vent servir au calcul des chances est complètement indépendante) de

toute applicationultérieure. Laplace,après avoir trouvé des méthodes

nouvelles, devait leur donner la préférence les problèmes sont choisis

cl les solutions proposées de manière il mettre en évidence l'utililt:

des fonctions génératrices.

J'ai cherché dans ce Livre, résumé de Leçons faites au Collège de

France, il faire reposer les résultats les plu; uliles et les plus célèbres

du Calcul des probabilités sur les démonstrations les plus simples.

Bien peu de pages, je crois, pourrontembarrasser un lecteur familier

avec les élémcnls de la Science mathématique. Si le signe s'intro-

duit quelquefois,il suflit presque toujoursd'en connaître la définition.

.le mu suis efforcé, l'occasion de chaque question, de in»n]iiiM-

avec précision le degré de certitude des résultats et les limites néces-

.:aires de la Science. La plupart des réflexions suggérées par Icludi-



approfondie des qurntions souvent ont êiê propmée*

imprimé tlûjà depuis plusieurs ttnnéc». Il servira «l'Introduction ,il
t'uxptwcomplet «les théorie*.

LES LOIS DU HASARD.

Commentoser parler des lois du hasard?Le hasard n'cst-il
pas l'antithèse de toute loi? En repoussant cette définition.
je n'en proposerai aucune autre.Sur un sujet vaguement dé-
fini on peut raisonner sans équivoque. Faut-il distraire le
chimiste de ses fourneaux pour le presser sur l'essence de la
matière? Commcncc-t-onl'étude du transport de la force par
définir l'élcctricité'?

Le mot hasard, intelligible de soi, éveille dans l'esprit une
idée parfaitement claire. Quand un joueur de trictrac jette
les dés, s'ils ne sont pas pipés, s'il ne sait ni ne veut amener
aucun point plutôt qu'aucun autre, le coup est l'œuvre du
hasard. Les grands noms de Pascal, de Fermât et de Huy.
gens décorent le berceau du Calcul des hasards. On est in-
juste en oubliant Galilée. Un amateur du jeu, qui observait
les coups et discutait les chances, lui proposa, comme cin-
quante ans plus tard le chevalier de Méré il Pascal, une con-
tradiction et un doute. Au jeu de passe-dix, on jette trois dés
et l'on gagne si la somme des points surpasse to. Les chances
sont égales; les combinaisons qui passent ro forment la



moitié du nombre total, [/ami fie Galilée, très familier avec
gagner par le po'mtrt pltts souvent

que par le poiat i» et de voir sortir io plus souvent que
Ces quatre uomtsarriventuqietKlantchacun de six manières,

et pas davantage. Pourquoi 2 est-il plus rare que 1 )"? FaUt-il

nier l'expérience ou doutordu calt-ui' Il faut les accorder en

faisant mieux le compte. f*s eu* qu« l'on dénombre ne sont

pus pareils; 4, par exemple, qui donne n'est pas
comparable 'il ~>t2, qui (tonne la première de ces cont-
binaisons et* unique, chacun des trois des doit amener t\ ;4.

au contraire, représententsix combinaisons, parla même

raison qu'avec trois lettres distinctes on peut écrire six

mots différents. Attentif tout circonstancié)'. Galilée, au
lieu de six chances, en montre distinctementvingt-septpour
le point Il, vingt-cinq seulementpour le point 12. Le calcul,

le compte, pour parler mieux, s'accorde, comme toujours,

avec l'expérience des joueurs. Galilée n'en faisait aucun
doute. Quoique ce grand géomètreJacques Dernoulli, pour
avoir établi la loi sur des preuves, ait pris un rang élevé

entre les plus illustres, la conviction universelledes joueurs

a précédé ses profonds travaux. Quand un dé lui moutrait

trop souvent la même face, l'anurgc, qui s'y connaissait;

pour y. voir biffe et piperie, n'invoquait rien que l'évidence.

Ainsi faisait l'ami de Galilée: en comptant ro8o fois le point

t contre fois le point il devinait une cause et
voulait la connaître.

Un jour, Naples, un homme de la Basilicate, en pré-

sence de l'abbé Gnliani, agita trois dés dans un cornet et

paria d'amener ratle de G; il l'amena sur-le-champ. Cette
chance est possible, dit-on; l'homme réussit une seconde

fois. et l'on répéta la même chose; il remit les des dans le

cornet trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de 6,



Il
Sattgwdt Baccn! s'écria l'abbé, les dés sont pipés!

Il et ils

ellfi pas possible? Elles le sont toutes,mnis inégalement, Ga-
lilée nous en avertit, Commençons, pour aller pas à pas, par
jeter deux dés ensemble on deux fois un seul de, tes deux
cas n'en foui qu'un. Si doux joueurs parient, l'un pour deux
6, l'autre pour (* et >, les chances, pour eux, sont inégales.
Sonnes représente l'une des trente-six: combinaisons possi-
bles le G et 5 en réunit deux. Si l'un arrive deux fois plus

que l'antre, faudru-t-il accuser le hasard de partialité? attri-
buer au point une antipathieocculte pour son semblable?
Cette interprétationn'est pas à craindre.

Si, prenant soixante dés, on compare la réunion des
soixante 6, équivalente à trente tonnez de suite, avec la com-
binaison qui contientchacun des six points précisément dix
fois, les nombres par leur immensité se dérobent à l'imagi-
nation, et l'esprit troublé par une telle abondance cherche
les causes d'un mystère qui n'existe pas.

Avec soixante des, pour amener soixante fois 6, une seule
combinaison est possible chaque de doit montrer le point 6.
Dix f¡, au contraire, et dix fois chacun des autres points,

peuvent se distribueret s'arrangeravec tant do variété que,
si chacun des arrangementspossibles était préparé dans une
boite d'un décimètre carre sans que, dans aucune boite, les
mêmesdésprésontassentlcsmêmes faces, la cent-millionième
partiede celles que la combinaison désignée enveloppe sous
un même nom pourrait couvrir un million de fois la surface
de la terre sans y laisseraucun vide. Jeter les soixante dés
il la fois, c'est charger le hasard de désigner une des boites,
et si, dans cette abondance, les combinaisons peu nom-
breuses ne se montrent jamais, est-ce lui qui les exclut? La
boite qui contient les soixante G, toutes celles même qui on



mulîoiùtrait'fttpftts -do cinquante, sont introuvablesdans là

masse comme dos gouttes d'eau désignées dans l'Océan.
Sur lu Pont-Neul", pendant une journée ou pendant une

)mure, on peut prédire résolument que les passants de taille
inférieure deux nôtres l'emporteront par le nombre. Lé

pont écarte-t-il les puants? Quand, au jeu de des. on an-
nonce tutelles combinaisons prévaudront, c'est, comme pour
les passants du Ponl-Neuf, une question d'arithmétique;
les combinaisons qu'on ose exclure forment, dans le nombre

total, si los épreuves sont nombreuses, une proportion
beaucoup moindre que, parmi les Parisiens, les hommes de

six pieds de haut.
Bullon, qui, ce jour-là, manqua de patience, fil jeler une

pièce de monnaie en l'air 40 '10 fois; il obtint 20 'j8 fois face

au lieu de Ln tel écart n'a rien d'inattendu. Le jeu
étudié par Ihiiïon était moins simple que pile ou face. Quel-

'lues millionsd'épreuvesne pourraient ni en révéler ni en in-

firmer la loi. La pièce jetée en l'air est jetée de nouveau et
de nouveau encore, s'il le faut, jusqu'à l'arrivée de face.

Jiuffon, avant amené face fois, a joué 20 «Hparties.
Lrn paradoxe singulier rend ce jeu, ce problrme de

Sainl-PèLersbourg, c'est le nom qu'on lui (tonne. mémo-

raMe et célèbre. Pierre joue avec Paul; voici les conditions:

Pierre jettera une pièce de monnaie autantde fois qu'il sera
nécessairepour qu'elle montre le côté face. Si cela arrive au
premier coup, Puul lui donnera un écu;si ce n'est qu'au

second, dcux écus; s'il faut attendre un troisième coup, il

en donnera quatre,nuit. au quatrième,toujourson doublant.

Tels sont les engagements de Paul. Quels doivent être, ceiu
de Pierre La Science, consultéepar Daniel lîernoulli, donne

pour réponse: Lue somme infinie. Le /«// do Pierre, c'est

le mot consacre, est au-dessus de toute mesure.



Les géomèlws oui interprété de .plusieurs façons et dés-
avoué, comme excessive, la réponse -irréprochable de la
théorie du jeu. D'Uêmhëi'f écrivait en 1 Je connais
jusqu'à présent cinq ou six solution* au moins de ce pro-
blème < (tout aucune ne s'accorde avec tes autres et dont
aucune ne me parait satisfaisante.

» II on ajoute une sixième

ou septième, !a moins acceptable «le toutes. L'esprit de
d'Alembert, habituellement juste et fin, déraisonnait com-
plètement sur le Calcul des probabilités.

Ballon, pour expliquer le paradoxe de Saint-Pétersbourg;,
allègue que posséder ne sert «le rien si l'on ne peut jouir.

« Un mathématicien,dans ses calculs, ce sont les propres
paroles de Hulloii, n'estime l'argent que par sa quantité,
c'est-à-dire par la valeur numérique mais l'homme moral
doit l'estimer lmr les avantageset les plaisirs qu'il peut pro-
curer. » On promet Pierre de doubler son gain il chaque

coup qui retarde l'arrivée de fivce, on ne peut doubler que
ses écus. Pierre ne demande rien de lslus, Buffon peut en
être certain.

a L'accroist de chevance, avait dit avant lui
Montaigne, n'est pas Paccroist d'appétitau boire, manger
et dormir. > chacun peut allonger la liste. Daniel lier-
noulli, réduisant cette distinction en formule, oppose à la
richesse mathématiqueune richesse morale que l'or accroît,
mais si lentement, que toutes les unités, jusqu'à la dernière,
procurent un égal contentement.

Celte théorie condamne tous les jeux de hasard. Le con-
seil de ne jouer jamais, si excellent qu'il soit, ne peut être
proposé pour une théorie du jeu. Supposons en présence
deux disciples de Bcrnoulli.

Il
Si je gagne, dirait Pierre,

qui est pauvre, on proposant il Paul une partie d'écarté,
votre enjeu de Ve pavera mon dîner. Repas pour repas,
répondrait l'au), vous me devrez 2ofr en cas de perte, car



tel sera l« prix d« mon souper. Si je perdais s'écrie-

rait Pierre, ofïrayô, je ne dînerais pas demain yons pouvez,

sans en venir lit, perdre déposez-les contre mes
2Orr l'avantage, Daniel lienumlli l'allinne, restera de votre
cùté. » Us ne s'entendront pas;

C'euv qui suivent Condorcetet Poisson, sans contester ta

bonne foi de faut, tiennent ses engagementspour nuls. Si

le hasard amenait pile soixante-quatre fois, Paul devrait

paver autant d'éetis que te sultan des Indes ne put donner

de grains de blé l'inventeur du jeu d'échecs. Lue telle

promesse est téméraire; si riche qu'on le suppose, Paul,

ruiné des le trentième coup, ne pourra plus payer double.

Ne comptant plus sur ses promesses, Pierre ne doit pas les

paver, et le calcul règle le droit de Paul il 15 écus.

On propose à 5o personnes possédant chacune! 20 mil-

lions et pas davantage d'organiser une loterie 20 million

le billet. Le gagnant deviendra l'homme le plus riche du

monde, les autres seront r'uinés. Les ïo vigésimillion-

nuires acceptent, Ils sont peu sensés, mais équitables. La

justice et ta raison sont choses distinctes. Au jeu de Saint-

Pélersbourg, tout aussi bien qu'à cette loterie, les espé-

rances doivent être payées; il ne s'agit jrllrs d'un seul, mais

d'un nombre illimité de milliards. Le problème imaginé par
Daniel Bcrnoulli dissimule ingénieusement celte énorme

mise. L'Algèbre, en la dégageant, met la chance son juste

prix.
Les conditions d'un jeu peuvent être équitableset dange-

reuses iniques dans d'autres cas, mais acceptables. Est-il

déraisonnable, malgré le Il, le double o et le refait, de ris-

quer: la roulette ou au trente-et-quarante?

Quant au problème de Sainl-Pétcrsbourg, il faut ap-

prouver absolument cl simplement la réponse réputée



absurde, l'iwm possède, je suppose 1 million d'écus et les
donne il des promesses convenues, FI est
Ion! dira-t-on. Le placement est aventureux, mais excel-
lent; l'avantage infini est réalisable. Qu'il jmm obstiné-
ment, il perdra

1 partie, iooo, 1000 millions., i million de
milliards peut-être qu'il ho se rebute pas, qu'il recom-
mence un nombre do fois que la plume s'userait il écrire,
.ipi'il dillere surtout le règlement des comptes, la victoire,

pour lui, est certaine, la ruine de "Pan!" inévitable. Quel
jour?c|iK>l siùrilc ? On l'ignore avant la fin des temps cer-
tainement, le gain de- Pierre sera colossal.

Une fourmi transporte un grain de poussière de la cime
du mont lilanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, des-
cen(1 une nouvelle charge et recommence toujours. Après
combien de voyages aura-t-elle comblé les vallées et nivelé'
la chaîne des .Vlpes? Le premier écolier, sans consulter
l'arénaire d'Arehiniède, fera le calcul sans erreur. Le des-
sein de la fiturmi dépasse ses forées, s'écrieront des gens
sages elle mourra it la peine. Condorcet et Poisson ne sont
pas moins sages. Pierre est un imprudent il entreprend
sttl dela de son crédit, une opération beaucoup trop longue;
il est aussi certain pourtant de ruiner l'au) que lit fourmi de
nivcler la Suisse,

Dans un problème plus célèbre et plus grave, la vie hu-
maine servait d'enjeu. L'inoculation, avant Il vaccine, était,
contre la variolé, le mcilleur parti qu'on put prendre; mais

r inoculé sur 200 mourait (les suites de t'opération. Quel-

ques-uns hésitaient Daniel Bernoulli, géomètre impassible,
calculait doctement la vie moyenne, la trouvait accrue de
trois ans et déclarait par syllogisme l'inoculation bienfai-

sante. D'Alembert, toujours hostile à la tlréorie du jeu, qu'il
n'a jamais comprise, repoussait, avec grande raison cette



fois. L'appiicaliiMi qu'on ett voulait faire le suppose,
dit-il, que la vie moyenne d'un homme de trente auasaiU
trenlii autres années, ftt qu'il puisse nûsoniiahlemontespérer
de vivre encore trente ans en s'iibiindomr.ml il la nature et

en lie se faisant pas inoculer. Je suppose ensuite qu'en

soumettantcette opération la vie moyenne soit (le trente-tris. Ne senible-l-il pas que, j>our apprécier l'avan-

tage de l'inoculation, il ne suflit pas de comparer la vie

moyenne de trente-quatre ans la vie moyenne do trente,
mais le risque de i sur auquel on s'expose, de mourir
dans un mois, par l'inoculation,à l'avantageéloigné de vivre

quatre ans de plus au bout dp soixante ans ?

Ou argumente mal pour vider de tcUes questions Slip-

posons (pie l'on puisse, par une opération, accroître la vie

moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, à la
condition qu'une mort immédiate menacer» le quart des
opérés un quart des vies sacrifié pour les trois

autres, le bénéfice est grand. Qui voudra le recueillir? Qui
médecin fera l'opération? Qui se chargera, en y invitant
4ooo habitants robustes et bien portants d'une même com-

mime, de commandeur pour le lendemain rooo cercueils?
Quel directeur de collège oserait annoncer à !iu mères,

* qu'empressé à accroître la vie moyenne de ses 200 élèves,
i il a jonc pour eux ce jeu avantageuxet que leurs fils sont les

perdants? Les parents les plus sages acceptaient 1
chance

sur aucun, sur la foi d'aucun calcul, ne s'exposerait il

1 chance sur 4.
Un jeu, sans blesser la justice, peut causer de grands

dommages; il peut être périlleux d'y échanger les chances
de perte et de gain, les règles que doivent suinreceux qui
veulent commettre cette imprudence n'en reçoivent aucun
changement.



Un îugô'iiiuùr calcule lîichargecapabted'abuïsàcrde am, :ïo
le tablier d'un poul. L'épreuve est inutile, imprudente,dans

gereuse le poids calculé est-il moins juste?il est mauvais

de trop charger uu pont, ittauvais aussi de jouer trop gros

jeu. Cela ne change tu ta théorie du jeu ni celte de l'élas-

Revenons au théorème de Bcruoulli.
S'il pleut un jour entiersur la p!ace du Carrousel, tous les

pavés seront également mouillés..Sous une forme simplifiée,

mais sans en rien retrancher, c'est lit le théorème de Der-

noulli. Il pourrait se faire assurément, lorsque tout alentour

la pluie tombe il torrents, qu'un certain pavé restât sec.

Aucune goutte n'a pour Irri de destination précise, le hasard

les disperse, il peut les porter toutes sur les pavés voisins

personne ne le supposera sérieusement.
Telle est la puissance des grands nombres. Le hasard a

des caprices, jamais on ne lui vit d'habitudes. Si

gouttes tombent sur 1ooo pavés, chaque pavé n'aura pas la

sienne; s'il en tombe millions, chaque pavé recevra

son millions ou bien peu s'en faudra. Si l'on jette deux des

36 millions de fois. le double-six, au lieu cfe 1 million de

fois, pourrait ne se présenter que 100 ooo, et peut-être n'ar-

river jamais. Une telle exclusion soumise au calcul, d'après

notre façon de parler, est déclarée impossible.

L'analogie va à l'identité. Considérons en effet, sur la

place, pendant la pluie, un carré de oU',6 de côté. Parta-

geons la base, aussi bien que la hauteur, en G parties,

portant chacune un numéro d'ordre; découpons le carré,

par des parallèles aux côtés, en 36 cases égales désignées

chacune par les deux numéros placés en tête des bandes

auxquelles elle appartient; une case répondra il G,G; une

autre à ">,G une troisième a G, 5 elles auront mêmesnoms



que tes coups possibles aveu deux dés. Chaque goutte de

pluie tombant sur le carré coup tfo liés¡ Le

hasard, dans les deux épreuves, décide entre les mômes

points. A la (ia de la journée, ta pluie a également mouillé

les Mi cases, les de-, on): amené les points également où

est (a différence ?%

Rien ne manque un rapprochement «I le même lampé-

rament est nécessaire aux deux assertions trop précises.

Il -serait fort étrange que les pavés, quoique mouillés éga-

lement, n'eussent pas reçu dans le cours d'une journée

quelques centaines de gouttes en lilus ou eu moins de

même, sur quelques millions de coups de dés, quelques

points se montreront sans doute un peu plus. d'autres un

peu moins sou veut.
Les rapports sont certains, non les différences, et. c'est

malheureusement la différence qui ruine. On joue joo par-

tics a un jeu de hasard, l'eujcu est aofr il est peu probable,

mais possible, que l'on perde 65 parties. La perte de 3u louis

représente 3o pour 100 du nombre des partiesjouées.

Au lieu de 100 parties, on enjoué une perte de

3o pour roo, c'est-à-dire de G5oo parties, doit être tenue

pour impossible. jioo parties perdues supposeront, d'après

le calcul, une fortune aussi adverse que 65 sur une série

unique de parties; la perte correspondante, 3oo louis,

représente 3 pour ioo du nombre des parties jouées.

Sur 1 million de parties, une perte de 3 pour ioo suppo-

serait, contre les lois du hasard, un dérèglement qui jamais

no s'est vu; 3 pour iooo représenteune chance défavorable

équivalente a celle des deux hypothèses précédentes.Trois

parties sur iooo, pour i million de parties, feraient une

perte de 3ono louis un jeu égal devient il la longue dange-

reux. Non seulement les lois du hasard permettent la ruine



du joueur, cite'. la prédisent. Tout joueur se ruinera si te
temps ne lui manque et Ampère
l'ont démontré; leurs raisonnements n'uni corrigé per-
sonne, ils intéressent tout le numide.

Si lieux joueurs jouent sans cesse jnsf|ti'à la ruine de l'un
d'eux, le moins riche sera probablement vaincu. Le rapport
tllt noniJ>rr des partiesgagnées ou perdues différera de moins

en moins do l'unité, mais la différence augmentera, comme
nous l'avons dit; tantôt l'un sera en perte, tantôt l'autre. La
dill'érence, petite d'abord, deviendra grande. Lit perle, dans

ses oscillations, frappera chacun des deux joueurs allerna-
livemenl cjitsuici elle dépassera la fortune du perdant, la
mine pour lui sera consommée. Le danger menace surtout,
un h; comprend, le moins riche des deux joueurs. L'homme
qui joue sans limite et sans cesse accepte tous les adver-
saires, dont l'ensemble, sans ( hanter son sort, peut rece-
voir un nom collectif le public, qui n'est jamais ruiné,
ruine les imprudents qui l'attaquent.

Tout change quand les conditions du jeu sont inégales.
Le moindre avantage fait pencher la balance. Pour le joueur
que les conditions favorisent, le gain augmente sans limite.
Au lrcnte-et-qu:»i'untc,par exemple, t'avantagedu banquier
est un peu plus de o,G pour Si l'on joue parties,
en évaluant iooofr la somme des enjeux pour chacune
d'elles, l'avantageréserve au banquier par les règles du jeu
représente (iooiv. Les accidents du hasard produiront un
écart dont la wlcur moyenne, indiquée par le calcul, est
8ooofr. Le banquier, sur une série de parties, Il donc
chances égales, très peu près, de perdre ou de gagner. La
perte moyenne, c'est tout son avantage, est un peu moindre
que le gain moyen.

Sur parties, en supposant toujours t'enjeu do



iooo" l'avantage méiwgé du je»
lepiésêulë(iôbôbrr. L'écart moyeu, dix fois plus grand seu-
lement pour un nombre centuple de est 8oooofl.

La perte du banquier sur loooo parties sera donc un ëvê-

iiemént très ordinaire mais, en (le cas, la valeur moyenne

tle la somme perdue sera aoooo'r, taudis que, dans i'iiypo-

llicsc plus vraiseinlilahlu du gaiu. lu valeur moyenne est

Sur f million tic parties, le bénéfice régulier, équivalent
l'avantage réservé au banquier, serait G millions l'écart

moyen en plus ou en moins, 8ooooofrseulement s'il gagne

moins de 1 millions, le banquier a ou du malheur; Ull gain

inférieur f\ millions serait très invraisemblable, et il va plus

de looooà parier contre t que sou gain ne s'alwisserapas
au-dessous de 9 millions.

La lni de lSernoulli, quand clle est mise en défaut, révèle

nue cause perturbatrice du hasard.
Tels se montrent les résultats du suffrage uni-

versel. Supposons ulilliuus d'électeurs. AttribuonsG mil-

liouy de votes il un parti, celui de la majorité, 4 millions
seulement :l ta minorité. On forme collèges de

électeurs chacun tout candidat qui réunira plus de
5ooo suffrages sera élu. L'opinion approuvée par les quatre
dixièmesdes votants serait représentée proportionnellement
par 4oo députés sur Les lui, du hasard ne ltli accordent
rien. Sur 1000 représentants, pas un seul pour elle. Le cal-

cul réduit it zéro, pour ainsi dire, la vraisemblancede toute
autre hypothèse. Supposons, pour donner une idée des
chilÏ'res, que, saisissant l'occasion pour tenter la chance, un
joueur s'engage, dans les conditions électorales supposées,
il payer autant de millions qu'il se trouvera de députés de

la minorité vainqueursdans la lutte. On ne pourrait pas, cu



échange de ses promusses,c'est la réponse ri^oureusty sinon
acceptable, du calcul, lui offrir é([iijlâl)fëinoiit~|>his d'un

centime.
Ce centime pourrait lui coûter cher. Les minorités, mémo

beaucoupmoindres, obtiennent quelques représentants. Les

électeurs n'étant pas associés par le sort, les influences la-

cales triomphent tics luis du hasard. C'est avec grande dé.
fiance qu'il faut, sur les traces de Coudorcet, éclairer les

Sciences momies et politiques par le jhtinbeaude l'Algèbre.

Les étoiles, sur la voûte céleste, semblent semées sans
ordre et sans loi 3ooo environ, pour qui a la vue bonne,

brillent au-dessus de notre horizon. Ptolémée, dans son
Catalogue, n'en inscrivait que t11 astronome dont le

nom est reste obscur sans injustice, l'archevêqueMitchell,a
fait d'une idée ingénieuse et juste une application trop
hardie. Si le hasard distribuait sur lu voûte du ciel 3ooo points

brillants, quelle serait la distance moyenne de chacun d'eux

il son voisin le plus proche ? Le problème est intéres-

sant Mitchell ne le résout pas mais, remarquant dans la
constellation du Dragon deux étoiles situées il 3' l'une
de l'autre, il trouve que contre un tel rapprochement

on pourrait, « priori, parier 80 contre 1 dirigeant ensuite

ses calculs sur le groupe des Pléiades, Mitchell condut à
aoo 000 chances contre t pour qu'une cause, en dehors du
hasard, ait rapproché les six étoiles.

Eu proposant la mesure précise d'assertions aussi vagues,

on peut compromettre la Science. Si Mitchell, soupçonnant
entre les étoiles un lien mécanique, avait tiré avantage de
leur rapprochement singulier, s'il avait déclaré vraisem-

blable, très vraisemblable, presque certain, qu'une cause
particulièrea troublé pour elles les lois générales, il serait

sans reproche, mais la précision du chiure ne peut



gagent à rien» un chiure engage la Sdenee, cl c'est sans

aucun droit.
I/upplîcatidn du calcul aux questions de ce genre est une

illusion cl un abus.

Il Les motifs «Us croire que, sur tu millions «le houles

blanches mêlées il 1 noire, ce ne sera pas ta noire que je

tirerai du premier coup est de même nature, a écrit Con-

dorcet, que le; motifde croire que le Soleil ne manquera pas
de se lever demain. L'assimilation n'est pas permise l'une
îles probabilités est objective, l'autre subjective. La proba-

bilité de tirer la boule noire du premier coup est
ni plus ni moins. Quiconque J'évalue autrement se trompe.
La probabilité pour que lo Soleil se lève varie d'un esprit il

l'autre. Un philosophe peul, sans être fou, annoncer sur la

foi d'une fausse science que le Soleil va bientôt s'éteindre;

il est clans son droit comme Condorcot dans le sien tous

deux l'excéderaienten accusant d'erreur ceux qui pensent

autrement. L'assimilation à une urne est le procédé de dé-

monstration. Une urne contient des boules blanches, peut-

être aussi des noires;on y fait million de tirages, tous don-

nent des boulesblanches quelle est la probabilitépourqu'un
nouveau tirage amène une noire ? Le calcul répond ,•
« On a vu, conclut Condorcot, 1 million de fois le Soleil se
lever du côté de l'orient, quelle est ta probabilité pour qu'il

manque demain ? La question n'est-elle pas la même? Klle

est différente. L'urne, dans le premier cas, est invariable;

qui peut, dans le second, savoir le train des choses?
Panl, sur la foi tic Condorcet, veut parier que le Soleil se

lèvera demain. La théorie fixera les enjeux. Paul recevra rrr

si le Soleil se lève et donnera t million s'il fait défaut. Pierre

accepte le plri. Au lever de chaque aurore, il perd ifr elle



paye. La chance pour lui diminue chaque jour* puisque lu

Soleil compte im lever de plus. Paul consciencieusement

augmente son enjeu «tmseieueieusenient aussi, Pierre con-
tinue à lui payer ifr. Les conventionsdémettront équitables.
Les parieurs voyagent, ou parcourt vingt contrées, de
l'occident à l'orient, Pierre perd toujours; il poursuit

sa chance cependant, conduit Paul vers le non! on fran-
chit le cercle polaire le Soleil reste un mois au-dessous de
l'horizon Paul perd 3o millions, croit l'ordre do nature
perverti et soupçonneque l'urne est changée.

Tarquin l'ancien, rebelle aux prétentions de l'augure
Accius Ntuvius, osa, dit-on, le mettiv au défi. Ce que je

pense est-il possible? demanda le roi. L'augure accepta
l'épreuve.

Il Tu peux donc couper cette pierre?» Nsevius

prit un rasoir et coupa le caillou. Avec une très louable im-

partialité, Condorceta cherché la chance de vérité. Le point
de départ de son calcul est le nombre des cailloux que, de-
puis l'invention des rasoirs, on n'a pas réussi a couper, et,

sans répondre du détail des chifl'res, il évalue la
prohabilité de l'anecdote. Il est un peu naïf. Un caillou que
l'un coupe comme un radis est un caillou miraculeux ou un
faux caillou. La saine philosophie dont il se vante repousse
tout miracle l'accord fait sous main entre Ntevius et le roi
sauverait la vraisemblance. Pour résoudre le problème, au
lieu de compter des caillons, il faut comparer, si on le con-
nait, le nombre des princes capables d'imposture celui des

augures complaisantset des historiens sans critique.
Le hasard, à tout jeu, corrige ses caprices. Les irrégula-

rités même ont leur loi.

Supposons qu'à un jeu do pur hasard une série de parties
ait été jouée. Précisons, pour plus de clarté le jeu est pile

ou face; la série de 100 parties. Pour chacune, on marque



lu dillërenceentrele nombre des gains cl lenombre normal
iu. Si l'on a gagné 44011 fois, on marque G dans les (Jeux

ras, Chaque1 série, de cette manière, se trouve caractérisée

par un nombre que nous appellerons V écart supposonsob-

tenus ( million d'écarts. Le hasard décide leur grandeur,

comme si l'on puisait i million de fois dans un sac contenant
des I joules de loto. La différence est grande cependant
hindi» que toutes les botdes sortiront également, ou peu
s'en tant, les petits écarts seront les plus nombreux.Chacun

se présentera, à ta longue, un nombre de fois proportionnel
it la probabilité que l'on peut calculer; la régularitédes ré-
sultats peut recevoir une forme apparente et visible. Mar-

quez sur une lipie droite, il dislances égales et petites, les

chiffres o, J, 2, 3. représentant les écarts possibles. Par
chacun «le ces points élevons une hauteur égale au nombre
de fois que l'écart s'est produit les extrémités de ces lignes
feront paraître une courbe, toujours de môme forme: le

sommet correspond au point o rabaissement, il partir
de ec point, très lent d'abord, s'accroît suivant une loi

prévue par le calcul. Si quelques irrégularités déparent le

dessin, doublez, décuples; le nombre des épreuves, l'exac-
titude des prédictionsest il peine croyable.

Les grands nombres régularisent tout. La moyenne de

tous les écarts peut être prédite avec confiance elle sera
si ta série est de épreuves, 40 si elle est de La

même certitude s'attache il, la moyenne des carrésdes écarts,
a celle de leurs cubes, de leur quatrième puissance. Pour
des séries de 100, par exemple, la moyenne des carrés est

Ces prédictions sont sûres. N'est-ce pas, pour ainsi
parler, miracle de voir un hasard aveugle dicter des résul-

tats exactementprévus?
Aidée de ces théorèmes singuliers, la dextérité des géo-



iwèti'es a sut chose
détournées une solution «le la quadraturedu cercle. Si, dans

une série d'épreuve» suffisamment nombreuses, on divise la

moyenne des carrés des écarts par le carré de Il moyenne,
le quotient est, il très peu près, la moitié d<; 1.1 surfine du
cercla do rayon unité. Avec de la patience, le succès est

Beaucoup de joueurs, préoccupé»de cette régularité néces-
saire dans les moyennes, cherchent, dans les coups qui pré-
cèdent celui qu'ils vont jouer, une indication et un conseil.

(:c n'est pas bien entendre les principes. La Science, a ces
chimères, ne reste pus sans réponse. La décision du bon

sens suffit, elle est nette et claire il quoi hon lu traduire en
Algèbre? Le préjugé est opiniâtre. Les géomètres perduraient

il le combattreleur temps et leurs formules.
L'illusion repose sur un sophisme on allègue la loi de

Bernoulli comme certaine; elle n'est que probable, Sur
épreuves, dit-on, a la roulette, lu noire ne peut pas

sortir plus de ICI 500 fois, l'assertion de la Science est for-
melle. Si les ioooo premières parties ont donné (Jooo noires,
les roooo suivantesont donc contracté une dette envers la

rouge. On fait trop d'honneur à la roulelte ellc n'a ni
conscience ni mémoire. En supposant qu'à une rencontre
inouïe succédera, pour la réparer, un nouvel écart de la
règle, on n'efface pas l'invraisemblance, on la redouble.

La certitude des lois de Bernoulli est celle d'un chasseur
très adroit, qui, connaissant son arme, est certain d'abattre

une bête féroce il dix pas. La bête se présente, il la manque

en la voyant, furieuse, se ruer est l'assaillir, doit-il rester
impassible, confiant dans la certitude de l'avoir tuée?



Le hasard, sans choisir, régularise tout; ta raison en est

rlue, si toutes les combinaisons, dont le nombre est immense,

étaient présentesmatériellement, les moins nombreusesde-

viendraient introuvables. Le hasard reste libre, mais la carte

est forcée.
Appliquée aux dés, aux cartes, au jeu do rouge et de

noire, aux numéros pairs ou impaires, à pile ou face, la

théorie des chances est indiscutable rien n'y altère la ri-

gueur des preuves l'Algèbre exécute plus rapidement les

dénombrementsqn'avec de la patience et du temps on pour-
rait faire sur ses doigts. Tous les arrangements sont égale-

mcnl possibles que les hlus nombreux, se présentent, il n'y

a pas de sujet d'étonnement.
La Physique, l'Astronomie, les phénomènes sociaux, sem-

blent, dans plus d'un cas, régis par le hasard. Peut-oncom-

parer la pluie ou le beau temps, l'apparition ou l'absence

des étoiles filantes, la santé ou lu maladie, la vie ou la mort,
le crime ou l'innocence à des boules blanches ou noires

tirées d'une même urne? Le même désordre apparaît dans
les détails, cache-t-il la même uniformité dans les moyennes?

Retrouvera-t-on dans les écarts les traits connus et la phy-

sionomiedes effets du hasard ?

Tout événement qui alterne avec son contraire est com-
parable aux boules blanches ou noires puisées dans un sac;
le sac est-il toujours le même? est-il ouvert? Une force

intelligente, so proposant une fin, intervient-elle dans une

mesure petite ou grande pour corriger les caprices du sort
Le raisonnement ne peut devancer l'expérience les oser-
vations, soigneusement discutées, condamnent, en même



temps que les sceptiquesrebelles tout rapprochement i les
esprits absolus qui prétendent tout soumettre au calcul.

L'empreinte du hasard est marquée, très curiuiisomcinl
quelquefois, dans les nombres déduits des lois les plus
précises. Lue Table de logarithmes en témoigne. Pour
i« ont» nombres successifs, dans les Tables io décimalesde
Vèga, je prends la septièmefiguredu logarithme rie» dansas
choix n'est laissé au hasard. L'Algèbre gouverne tout, une
loi inflexible enchaîne tous les chiffres. Si l'on compte ce-
pendant les résultats, on aura, il très pou près, sur ioooo.
tooo fois le chiffreo, fois le chiffre

1 et ainsi des autres;
la formule c conforme aux lois du hasard. V érificationfaite,
sur ioooo logarithmes, Je septième chiffre s'est trouvé
()Ç)o fois égal n; fois il 1 ijg'j fois à fois à En
partageant h« 000 nombres en dix séries et prenantpour
chacune les moyennes dus écarts, j'entends la différence
entre le nombre des apparitions de l'un des chiffres et le
nombre normal et les comparant il la moyennedu carré
des écarts, le rapport des nombres, qui, d'après les lois du
hasard, devrait être moitié du nombre que les
géomètresdésignent habituellement par la lettre t., se trouve
égal il i,">G[ le même calcul fait à l'aide du chiffre

1 donne
et la moyenne de ces deux résultats est Les

trois premiers chiffres sont exacts.
La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen-

dant le mieux tenir a J'écart Nos lois expriment une pro-
priété commune aux combinaisons les plus nombreuses;
elles se vérifientquand on ne choisit pas, il ne suffit pas de
choisir pour s'y soustraire.

Le partago des naissances entre les deux sexes a été
étudié sur plus de 200 millions d'enfants. Depuis près de
deux siècles, le nombre des garçons a dépassé celui des



filles aucun pay» no fait exception ni aucune époque, le
rapport, varie peu le nombre des garons, pour i«o filles,
est compris, pour un grand nombre du naissances,entre io'j
et On s'est demandé si celte supériorité observée,chez

toutes les races, dans les villes tontine il la campagne, au
midi connue au nord, chez les lrlus pauvres commechez le*

plus riches, est une loi de l'humanité ou un accident for-
tuit.

A notre époque et pour notre état social, l'évidence est
complète; ni les calculs ne sont nécessaires ni les raisonne-
monts, Ils le sont pour un second problème, Les variations
observées d'une année à l'autre pour un même pays, d'une
province l'autre pour une même année, sont-elles assimi-
lables aux résultats capricieux du hasard? l'eut-on voir dans
la constanceapprochée du rapport un témoignage suffisant
de la loyauté du jeu ? Je précise la question: «ne urne,
toujours la même, contient des boules noires et blanches;

on y puise une boule au moment de chaque naissance.
Pourrait-onsans invraisemblancereprésenter par le nombre
de boules de chaque couleur la proportion variable des nais-
sances ? Le nombre des noires, bien entendu, l'uinportcsur
celui des blanches dans la proportion qui convient au
succès.

Les écarts de la moyenne produits par le hasard sur 1
mil-

lion d'épreuves, pour un événement dont la probabilité
diflerc peu de ont pour valeur moyenne $oo. De plus
grands écarts sont possibles assurément, mais leur proba-
bilité diminue rapidement. On peut parier tooo contre t

pour un écart moindre que La probabilité d'un écart
supérieur it 2000 est Telles sont les indications du
calcul.

2000 naissances masculines en plus sur 1 million accroi-



traient de moins d'un centième le rapport du nombre de
gar«oa*à eeltti fles filles. Les rapport»extrêmes fournis parla Statistique, i,à.\ et i.oH, diffèrent trop l'un de l'autre
pour permettre l'assimilation pure et simple aux elfets du
hasard. Les conditions no peuvent donc être, en tout temps
et en tout pays, identiquementles mêmes, mais la variation
est petite. Pendant l'année le nombre des garçons
nés il Paris est descendu a 1007', pour 10 000 Mies. Dans
les hasards d'un tirage au sort dont les conditions seraientsur un nombre d'épreuves égal celui des
naissances annuelles it fciris, on pourrait parier plus de
r milliurt contre qu'une telle anomalie ne se produira pas.
flue s'est-il lyasyé en r83;? On doit s'attendre à l'ignorer
toujours. Dans plusieurs départements, depuis le commen-
cement du siècle, le nombre des naissances annucellas des
filles a surpasséexceltiunnelletnentcelui des garçons. L'ano-
malie a moins d'importanceque l'écart observé a Paris, elle
se rapporte u des nombres cinq fois moindres.

La recherche cles causes est délicate et obscur, Il est il

regretter, dil M. Quctelct après de longues et patientes re-
cherches, qu'on ait si peu de documents pour s'éclairer.

L'âge des parents joue sans doute un grand rôle. Cette
explication semble lat meilleure. Si on ne l'accepte qu'avec
doute, c'est que, masquée par le hasard, l'influence reste
mal connue; t'age moyen du père et celui de la mère varient
peu dans un même pays. La variation des âges peut cepen-
dant expliquer, en partie au moins, les anomalies obser-
vées.

Allons plus avant et cherchons dans les effets troublés les
traits généraux du hasard.

La quadrature cht cercle déduite approximativement du
nombre des naissances ne laisse guère subsister de doutes.



En appliquant ht formule des écarts uux 8G déparier
hientspendant l'année878 et prenant "clans' TAnûiïaiiv"

du Bureau des Longitudes les écarts entre le nombre des
naissances de garçons correspondant »Y lo.oon filles pour
chacune des départements et la moyenne pour la France
entière, et la comparant lit moyenne de leurs carrés, au
lieu du quotient i.a? prévu par la théorie, on obtient 1,7a.
La petitesse de l'erreur parait digne d'attention.

La recherche des causes est le grand problème on le
transforme sans le résoudre. En enchaînant les inconnues'

aux inconnues, la Science s'agrandit et s'élève. Si chaque
effet n'avait qu'une seule cause, les énoncés au moins se-
raient faciles. La complication est plus grande. Dans le
monde immense des faits, les parentésexistent tous les
degrés. L'énumération des observations révèle les liens
quand les nombres sont grands. La discussionest délicate,
le bon sens la dirige, le calcul prononce.

L'inventeurd'un système associe, je suppose, la chute de
la pluie il un phénomène astronomique il Il observé vingt
fois, sans une seule exception, qu'une pluie plus ou moins
forte suivait le phénomène indiqué ce rapprochementest
digne d'attention. Mats c'est il Brest qu'on a observé les
jours sans pluie, à Brest, sont une rare exception. Que vaut
alors I.l démonstration ? Au elle serait décisive.

Il faut rapprocher, dans les cas semblables, le nombre
des coïncidences observéesde celui qui le remplacerait pro-
bablement, si tout était réglé par le hasard. Si deux phéno-
mènes se présententchacune jours sur 10, les coïncidences,
même très fréquentes, ne prouvent rien. Si chacun d'eux
revicntdeux fois par an seulement. lit coïncidence, plusieurs
fois observée, sera difficilement attribuée au hasard. Diffi-
cilement l'indication est vague! elle doit l'être. Quand les



géomètres, dans lev cas semblables, ont donne nu chiffre
prëe^ H» -m tenaient ancim compte do là probabilité «
priori du rapprochement qu'on a voulu faire, ou ils l'éva-
luaient, ce (lui revient ait même, tout à tait an hasard. Une
comète a précédé ta mort de César. Quelque nombreux et
Lit-il constatés f|ut« fussent les événements de ce genre,
oserait-on croire, sur ht foi du calcul, que telles ûmes sont
tant nobles ci hrrojqttn que de leur délogcnutnl et trépas nous
e.U certains joursdevant donné significationdes deux ?

In géomètre a trcmvé une démonstration nouvelle du
théorème de J'en examine le principe, j'en par-
cours les calculs, jeu vérifie (jtrel(|ucs-ttns,et, n'apercevant
aucuneobjection et aucune méprise, je déclaroavecconfiance
l'exactitude de la méthode.

Le même auteur propose une démonstration du célèbre
théorème énoncé par fermât. J'examine lc principe, je par-
cours les j'en vérifie quelques-uns, et, n'apercevant
aucuneobjection et aucune méprise, je continue chercheur
la l'alite, Pourquoi cette différence ? Si les cas sont identiques,
l'inégalité est-elle juste? Les cas sont différents. L'auteur
qui démontre le théorème de Bernoulli enfonce une porte
ouverte, il ne peut guère trébucher au passage. Celui qui
démontre le théorème, de Fermât suit un sentier sans issue
connue; les chances d'une chute, d'après l'expérience du
passé, y surpassent 100 contre i pour les plus habiles.

Toujoursexact et précis dans l'énoncé des règles, Laplace
n'a pasmanque d'introduirecette probabilité aprioncomme
point de départ et base nécessaire du calcul. Quelles que
soient les conditions du problème,elle entre comme facteur,
presque toujours inconnu, dans la formule qui la résout.
L'illustre auteur de la Théorie analytique des probabilités aplus d'une foiscependant donné des chiffres précis qu'il fau-



tirait changer avec nt\potlu.'s<>arbitrairement adoptée sur
la probabilité « />m>/ï. Quiuul il assigne l'tfaGaï'i â parier
contre t comme mesure de ta probabilité pour que le Soleil

se lève demain, l'affirmation, quelles que soient les atténua-
tioiis qui la suivent, repose sur une pure, illusion.

\m rapport du nombre des décès il la population n'a pas
(•té moins soigneusementétudié que celui des naissances.
Les Compagnies d'assurancesont intérêt il le connaître. t;l it

en grossir l'évaluation. La Statistique lc'inoiilri; peu prés
constant. Les variations,quoique petites, sont supérieures
ccHes du rapport des naissances des deux sexes. L'assimila-
liutl des boules tirées d'une urne de composition invariable
n'est donc pas acceptable. La vicissitude des événements
règle sans cesse la composition de l'urne. (.,est le
choléra (lui passe et y verse des boules noires. Ce sont des

eaux jllus pures et plus fraîches qui apportent des boules
blanches. C'est la disette qui rend les maladies plus abon-
dantes et plus «raves, la guerre qui accmil li-s mauvaise
chances dans l'urne sans cesse renouvelée.

Dormov, dans un livre savant et bien composé sur la
théorie des assurances, a cherché curieusement dans les
documents de la Statistique la confirmation de la foi «les
écarts, Il introduit, sous le nom de coefficient de <lker«cncc,
te rapport de t'écart observé il l'écart moyen prévu par le

l. n phénomène semble régulier,les chi lires qui le résument,

sans être constants, varient peu d'une année il t'autre. On
peut composer une urne qui, sous l'influence du hasard,
représentera en moyenne, dans un grand nombre de tirages.
par les boules noires amenées, la lui de l'arrivée de

ment. On nomme ëcarlr pour l'urne, la diiïérence avec ):)
moyenne annoncée par le calcul. L'écart, pour l'événement,



est ta différent:»} ©nU-e te chiffre relatif il unft année et. la
moyenne générale. Si lo hasard règle le phènomèno, le coeffi-
tient tlo divergence dilîérera peu de l'imité. Un rapport plus
grand ('éveil', s'il se maintient, l'influence d'une cause per-
turbatrice.Un coefficient de divergencepluspetit que l'unité
ferait deviner, au contraire, une action régulatricequi, sur-
veillant pour ainsi dire le hasard, amoindrit les inégalités et
eu efface le caractère. Tel est le cas d'un observateur trop
avisé qui, dans les cas douteux, altère et corrige les obser-
vu lions pour en accroître la vraisemblance.

Pour les naissances des fitles et des garçons, le coefficient
de divergence acte ',1 pour la France entière, de i8'J2 à

et 1,')'8 de 18 il ar i8(>'|. Il confirme pour ces périodes
la suppositiond'une probabilitéconstante.

Le rapport du nombre des naissances uaturellcsau nombre
tolal des naissances est moins régulier. Le coefficient de
divergence, de il 1S2G, est égal pour le rapport
du nombre des mariages .l la population, le coefficient de
divergence,de il 1848, s'est élevé il aï.

Le rapport du nombre des décès à la population u pour
coefficientdi; divergencu 8G! Les anomalies sont continuelles.
Lc coefficient ne porte que sur des écarts, il faut le remar-
quer. Le nombre des décès pendant une annéeétant supposé

lur la France entière égal
1

million et au trente-sixième
de la population, l'assimilation des Tables mortuaires an-
nuelles aux tirages faits 36 millions de fois dans une urnc
contenant i boule noire et 'iâ boules Llnnches peut être
tentée. Le nombre des boules noires, comme celui des
décès, différera peu de

1
million; mais, tandis que l'écart

moyen, pour le nombre des boules noires, sera égal a 800,
celui des décès sera 86 fois plus grand; 86 fois font

c'est moins de 2 pour de la population, Une



épidémie produisait à Paris 4000 décès pour une année
pourrait, pont' de la Seine, expliquer le

coefficient 8(J. Le choléra de Il fait périr 20000 Pari-
siens.

Les lois du hasard sont invariables, ce sont les conditions
du jeu qui changent. Poisson, pour les plier il tous les acci-
dents, a cru compléter t'ouvre de liernoulli en énonçant
sa lui,des grands nombres.

Pour que le hasard régularise l'arrivée d'un événementet
que, sur un grand nombre d'épreuves, les rapports soient
certains, aussi bien que la loi des écarts, il faut que la pro-
habilité soit constante. Poisson supprime cette condition.

Un cas fictif très simple montrera la portée du nouveau
principe. Une urne contient des boules numérotées, on y
fait une série de tirages; mais, eu remettant charpie fuis la
lsaule qu'on a tirée, on néglige d'agiter et de faire le me-
lange les chances, peu à peu, deviennent inégales; cer-
taines boules sortent plus souvent que les autrcs, la théorie
semble mise en défaut. Continuez,dit Poisson pour prolongé
que soit le désordre, il est embrassé lui-même dans la lui
des grands nombres; certaines boules sont dessus, vous les
verrez dessous un autre jour; l'homme peu soigneux à faire
le mélange aura un successeur plus consciencieux ou dont
la négligence, qu'il faut prévoir, profitera il des combinai-
sons nouvelles; tout il la longue se compensera. Citons ses
propres paroles « Les choses de toute nature sont sou-
mises il une loi universelle qu'on peut appeler .la loi des
grands nombres. Kilo consiste en ce que, si l'on observe des
nombres très considérablesd'événements de même nature,
dépendantde causes constanteset de causes qui varient irré-
gulièrement, tantôt dans un sens, tantôt dans un autre.
c'est-à-dire sans que leur variation soit progressive dans



aucun sons déterminé, on trouvera entre ces nombres des

rapports très peu prés constants; pour chaque nature de
choses, les rapports auront une valeur spéciale dont ils

s'écarteront de moins en moinsù mesure que la sériedes évé-
nements observés augmentera davantage et qu'ils attein-
draient, s'il était possible de prolonger cette série il l'infini. Il

Tel est le résumé fait par Poisson lui.môme d'une décou-

verte qui se distingue bien peu des loinconnues du hasard.

et à laquelle il a, peu près seul je crois, attactlé une grande
importance.

Kl.

Aucune mesure n'est certaine, mille opérations succes-
sives donnent mille résultats différents. Non que l'observa-

teur, de mieux en mieux instruit, corrige ses débuts et
s'avance vers lu perfection. Il n'en va pas ainsi. Les derniers
résultats ne ressemblenten rien il une limite dont on s'ap-
procheraitpar continuel progrès; les évaluations, tantôt trop
petites, tantôt trop grandes, se succèdent en confusion et
sans ordre comme des houles blanches ou noires puisées
dans une urne.

liessel, après un siècle écoulé, comparait les observa-
tions de Bradley aux résultats connus d'une théorie devenue
certaine. En classant les différences, dont le désordre est
complet, il trouva, sur 4;o observations, q'\ erreurs infé-

rieures à de seconde, comprises entre et puis,
successivement, entre j- et entre et - jus-
qu'à i', la plus grande des erreurs commises par Bradley,

les nombres décroissantes 78, 58, !>i, A6, 26, i4i 10, 7

et 8. Si les plus petits sont les plus nombreux, l'honneur
n'en revient ni il ce grand observateur Bradley, ni aux
constructeurs des instruments de Grecnwich; leur eecel-



lence fait la petitesse, non iu loi des erreurs;un iosli'ument
médiocre, un observateur inouïs soigneux, remplaceraient
les dixième» de seconde par des secondes, les secondes
peut-être par des minutes; cela près tout resterait pareil.
La courbe des erreurs en s'élevant conserverait la même
forme.

L'origine des erreurs est très diverse. Les unes sont for-
tuites, l'enchaînement on est infini; «'est tantôt l'air agité
par le venl, tantôt un ébranlementdu sol, un nuage qui
passe, un rayon de soleil clui trouble l'observateur, tantôt
une attention précipitée ou distraite; le hasard décide, mille

causes imprévues se réunissent, ajoutent quelquefois leurs
effets, quelquefois les retranchent, suspendent ou repren-
tient leur action tout est incertain,tout change, sans incli-
nation dans aucun sens.

Il n'en va pas ainsi des causes permanentes; c'est une
balance mrtl construite, les fils d'une lunette mal placés, un
mètre trop court, un chronomètretrop rapide. Les mesures
prises sous de telles influences n'entourent ltlus la valeur
exacte, mais une aulre; souvent fort différente; une nouvellc
série de mesures, sons l'influence permanente des mômes

causes, se groupera autour de la même moyenne.
Tout observateur soigneux étudie les erreurs constantes

et les corrige sans retrancher la cause; rien ne trompe moins
qu'une balance trompeuse. Qu'importeque les bras soient
inégaux, pourvu qu'on le sache? Qu'un gramme ait çjcjf) mil-
ligrammes, un décimètre millimètres, l'observation ré-
duiteconserve toute sa valeur. Toute mesureest comparable
;t un jeu les erreurs possibles en plus ou en moins sont les
chances de gain ou de perle; les crreurs constantes chan-
gent les règles du jeu, les crreurs fortuites laissenl le jeu
équitable.



La loi que doivent suivre, d'après une ingénieusethéorie!,

et que suivent a très peu prés, quand elles sont nombreuses,

les erreurs corrigées de toute inclination iixe, a été propo-
sée liar Gauss. L'histoire en est singulière. Eu proposant

en 1809 une hypothèse sirr la théorie des erreur.1», l'illustre

auteur no prétendait nullement établir la vérité, mais lu

chercher. Lupliicc, par uue voiu différente, suns beaucoup
de rigueur à son tour, avait obtenu la même formulequi,

très voisine souvent de la vérité, pourrait s'en éloigner sans
démentir la Science.

Le principe de Gauss est fort simple quand une gran-
deur a élé mesurée plusieurs lois, les erreurs constantes
étant écartées(la précautionest nécessaire),entre plusieurs
résultats également dignes de confiance, la moyenne est, en
l'absence de tout autre renseignement, la valeur la plus pro-
bable. Les conséquencesde cet axiome sont bclleset impré-

vues, mais incertaines; Gauss en convient volontiers. Le
rapprochement des observationspeut aiïaiblir la confiance

en quelques-unesd'elles. Si quatre pesées successives ont
donné ao1" puis 2*>m|!r,et aS™ on se décidera sans
doute, quellesque soient les circonstances, il écarter la pre-
mière mesure pour adopter la moyenne des suivantes. Quoi

qu'il en soit, Gauss, sur ce fondement, établit ingénieuse-

ment une formule que l'expérience confirme. Le hasard,
quand les épreuves sont nombreuses, amenant chaque évé-
nement en raison de sa probabilité, il suffit, pour juger la

formule, de faire mesurer un grand nombre do fois une
grandeur clue l'on connaît très exactement à l'avance.

La probabilitédes erreurs soit, d'après la formule, préci-

sément la loi des écarts dans les épreuves répétées. La ren-
contre n'est pas fortuite, Lnplacc l'a expliquée. Les erreurs
constantes étant écartées, les accidents fortuits troublent



settts chaque épreuve, tirages faits
(tans une urne. Laplace tf£vcloppci"é<s rapprochement, le
rnnd précis, transforme le Hroblème, et retrouve la formule
de Gauss.-

Celte admirable et très simple formule s'étend ir toute» les
grandeurs, s'applique il tous les instruments, régit toutes les
observations et embrasse tous les procédés de mesure; les
différence», d'un cils l'autre, si grandes qu'elles puissent
être, se résument dans un nombres caraclérisliquc représen-
[.tilt la précision, 'erreur probable, le poids de l'observation;

peu importe le nom, un seul nombre connu permet de cul-
«•nier toutes les chances et de prédire, sur un nombre
d'épreuves, la distribution certaine des écarts.

Si l'on caractérise une série de mesures par X erreur pro-
bable qu'il y a chance d'atteindre ou de ne pas atteindre, en
prenant cette erreur pour unité, lit probabilité d'une erreur
double diffère peu de celle d'une erreur quintuple
s'abaisse à r~; pour une erreur dix fois plus grande que
l'erreurprobable, le nombredonné par la formule vaut une
déclaration d'impossibilité.

L'instrument, il ne faut pas l'oublier, est, aussi bien quo
l'observateur,supposé sans défaut; on n'accepte en lui que
des défaillances, des accidents fortuitsqu'aucunecause con-
stante n'incline dans aucun sens.

Les épreuves du tir, soit au canon, soit il la carabine,
mettent en évidence les effets du hasard les erreurs for-
tuites ont pour origine, outre le coup d'œil plus, ou moins
juste et les distractions du pointeur, le poids variable du
projectile, les inégalités de sa structure, le tassement irré-
gulier de la poudre, les courants, les vibrations, l'humidité
des couches d'air traversées; c'est pourcela que, sans chan-

ger en rien les conditionsdu tir, on voit les coups s'écarter



les u»s des autres, eu se groupant autour d'un pointcentral,
autour du but lui-même, si les erreurs constantes sont
écartées.

Un savant professeur, M. Jauflret, a défini, par une image
fort nette, les lois de distribution des coups, identiques,
d'après le théorème do iicnioulli, il celles des probabilités.
Si, visant pendant un long temps un môme but placé sur le
sol, on arrête chaque boulet au point mémo de sa chute,
l'amas des projectiles présentera l'aspect d'une cloche dont
In base circulaire aurait le but pour centre; un tireur plus
adroit rétrécirait la cloche et la rendrait plus haute; uni;
moindre précision donnerait naissance à un solide moins
élevé, s'abaissant plus lentement vers le sol.

N'est-il pas merveilleux et presque incroyable qu'onpuisse,
par raisonnement seul, prédire ainsi la disposition des
boulets sans connaître l'adresse du pointeur ni demander
la précision cie l'arme?

Les formules, a dit Poinsot, ne donnent que ce qu'on y a
mis. Aucun raisonnement ne fait davantage; le dernier an-
neau d'une chaîne de déductionsest, pour qui sait l'y voir,
tout entier dans les hypothèses. Nous avons expressément
supposé, il ne faut pas l'ouhlier, qu'il n'existe dans l'arme
ni dans la maladresse du pointeur aucune cause d'erreur
constante; il n'y a donc pas lilus de chance, c'est l'hypo-
thèse môme, de tirer droite plutôt qu'a gauche, trop près
plutôt que trop loin. Faut-il s'étonner que le but se trouve
au centre des divers points atteints dans une longue série
d'épreuves? Si plus de la moitié se trouvait droite, on en
conclurait qu'une cause les y porte, et ce serait une erreur
constante.

Un doute peut s'élever encore. Les erreurs constantes
sont celles que l'on peut corriger, la maladresse est une



cause fortuite, un tireur maladroit atteint bien rarenfiont le
but; au lieu de le cacher sous le sommet d'un dôme cle pro-
jectiles, ne lo laisserait-il pas au centre «l'un grand vide?

Diogène pensait ainsi « Un jour, voulait s'esbattre, il vi-

sita les archersqui liraientà lct butte; entre iceux, un éloit

tant fauticr, impérït et maladroit,que lorsqu'ilostott en ranc
du tirer, tout le peuple spectateur s'escartoit de peur d'être

par lui féru, iliogenes l'avait, un coup vu si perversement
tirer, que lu If esche tomba plus d'un Irabut loin'de la butte;

au second coul), le peuple, loin do côté et d"autre, s'escar-

tunt, il accourut et se tint en pied, jouxte le blanc, affirmant

cetuy lieu être le plus sur et que l'archer fériroit tout autre
lieu, le blanc seul être eu seuretc de traict. La plaisanterie

fit rire. Il n'aurait pas fallu recommencer souvent; les

gouttes d'eau, guidéespar le hasard, n'épargnent il la longue

aucun pavé. Pourquoi les projectiles, non moins nombreux,

c'est l'hypothèse, évitertient-ils le point vers lequel, adroi-

tement ou non, on s'étudie les diriger tous ?

Dans la formuledc probabilitédes erreurs, la rigueur,nous
l'avons a\oué, n'a pas été mise; l'axiome supposé est loin

d'être éviden t; les consvluenecssont comme lui discutables.

Dans les concours de tir la carabine, chaque tireur ayant

droit il un certain nombrede balles, on décide du mérite de

chacune par la distance moyenne de ses balles au but. La

théorie consultée prescrirait une autrc règle la plus petite

moyenne du carré des écarts caraclérise mieux le plus

adroit. La décision, je crois, a été prise pour l'armée belge.

Le changement est de petite conséquence,et sur un grand

nombre d'épreuves toutes les méthodes s'accorderaient:

toutes deux, la seconde surtout, traitent trop sévèrement le

tireur, si adroitclu`il se soit montré, dont un coup s'est égare

des autres. Supposons, pour donner des eliilï'rcs simples,



qu'un tireuravant placéneuf balles¡.la distaneeinoyenneJ du
but, la dixième s'en éiïiirtca la distance lo-D'aprês la "pré-

mièrft règle, tu moyenne générale étant il sera préfère
teint dont lotîtes les baltes seraientil la distance refa

parait jtbte. La seconde règle, cette qui s'appuie sur la loi
de prohabilité des écarts. placerait avant lui le tireur dont
toutes les baltes seraient a la distance 3. l'eul-èlre vaudrait-il
mieux, sans tant raffiner,s'en tenir à la vieille méthode,qui
réserve le prix à qui le plus souvent touche la mouche, sans
rechercher l'écartdes balles mains heureuses.

La formule do Gauss déclare, pour ainsi parler, certains
cas impossibles. Vinvile-t-ellc pas par là, quand ils se pré-
sentent, il se défier un peu d'elle? Les cas exceptionnels
échappent il toute règle. Le bon sens ne perd jamais ses
droits opposer il l'évidence une formule démontrée, c'est
peu près comme si, pour refuser :'( un homme !<• droit de
vivre, on alléguait devant lui un acte de décès authentique.

La moyenne d'un grand nombre de mesures, quand on
écarte les erreurs constantes, est une mesure plus précise
que celles qui l'ont fournie; l'erreur probable est diminuée,
et la précision augmente comme la racine carrée du nombre
des épreuves.

Fouricr connaissait ou soupçonnait cette règle pour
prendre la hauteur de la pyramide de Chéops, il fit simple.

ment mesurer par des soldats les ao3 marches de ce gigan-
tesque escalier.

« Vos hommes manquent d'habitude, disait-

on les surfaces sont irrégulières, les arêtes inclinées;

aucune précision n'est possible, et l'erreur commise sur
chaque marche sera multipliée par ao3.– Elle le sera par
seulement, répondit-il résolument, car i.'| est la racine car-
rée de 2o3. » La comparaison avec une mesure plus exacte
aurait pu le contredire; on ne la fit pas.



Entre les grandeurs inconnues enchaînées par lès for-

mules, lu Science, dans chaque problème.' choisit' pour la
détermine directement la plus accessible aux mesures.
Pour peser l'obélisque,il n'existe pils de balance; une chaîne

d'arpenteur donneraittrès lentement et très mal ta distance

de Paris à Home, La théorie fournit (les *>c|tisilioi)s, on les

les inconnues; les chiffres malheureusement se contredisent

toujours. Que doit-on faire? Entre des mesures discordantes,

on prend la moyenne; pour des équations, ce mot n'a pas
de sens; chacune, cependant, il faut un rôle; la méthode

des moindres carres enseigne et prescrit lit meilleure com-

hinaison.
Celle, méthode, inventée par (Jauss, proposée pour la

première fois par Legendre, Il procure plus d'une déception.

La masse de Jupiter, déduite par Newton d« (les
satellites, corrige peu il peu par les progrès des observa-

leurs, calculée de nouveau par Homard l'aide des pertur-
halions de Saturne, semblait fixée il ™ de celle du Soleil.

Les principes du calcul des chances permettaient de parier,

sttivant La place, 999J08 contre 1 que l'erreur n'est pas lit

centième parlie de la valeur trouvée. Quelle ostentation «le

consciencieux savoir! C'est f)9p.3o8fr,ni 1)lus ni moins, que
l'on peut risquer contre ifr. Ou aurait eu tort de risquer dix

sous; on les aurait perdus; les perturbations de Jtlnon l'onl

1)rouvé. Sans contester ce témoignage irréprochable de la

petite planète, Poisson maintenait Ies principes. Les calculs

deLaplace,dit-il, oiitdonnc,avec une précisionvoisine de la

certitude, une masse 1)lus petite qu'elle n'est réellement. Cela

ne provient d'aucune inexactitude dans les formulesdont il a

fait usagc; il y a lieu de croire que la masse de J upiter, lin peu
trop petite,résultede quelquestermesfautifsdans l'expression



des perturbations. » t'oinsot, son spirituel adversaire, pour

erreur, ij faudiait calculer hi probabilité d'une «rrour dans
le calcul.

»

Peul-ou, par (les combinaisons Intbiles, s'assurer sur les
résultats d'observations imparfaites, puisécs des sources
douteuse»? On le peut, répond la tlrôorie, pourvuqu'on n'ait
pas a craindre d'erreursconstantes. Le calcul échouera, ré-
pond le bon sens. Les deux réponses sont d'accord.

Lorsqu'on t^G», après soixante-dix années d'attente, les
astronomes de tous les pays distribuèrent sur la portion clu
globe désignée par llallev plus de cent observateurs du
passagede Vénus, la crainte du mauvais temps et l'émulu-
tion du zèle pour la Scienceen accrurent ainsi le nombres,
on croyait la méthode infaillible, et deux observateurs soi-
gneux, liulley l'avait prouvé, pouvaient sans aucun associé
donner la parallaxe exacte au centième de seconde. Go ob-
servations, au lieu de a, faisaient espérer par leurs combi-
naisons déterminations identiques. La déception fut
grande; les résultats variaient entrc 7" et En combinant
i5 observations européennesavec celle du Cap de Bonne-
Espérance, Sliort trouva une moyenne de 8V17. L'obser-
vation de Tobolsk, combinée avec i5 autres, donnait
î/5(J; en en supprimant 't, il restait 8", Go. (:es ob-
servations, 2 de Stockholm et 2 de Tornéa, comparées
celle de Tobolsk, auraient donne plus de L'opéra-
tion était refaite. Rien ne fut épargné en 17C9, le succès
fnt pareil. En combinant les observations sans règle et sans
méthode, les culculttteurs du svine siècle n'en purent mon-
trer que l'incertitude. Encke, en 1822, voulut reprendre
dans leur ensemble les résultats des deux expéditions, et,



par un prodigieux travail, appliquant dans toutes ses pros.
crtptions ta méthode des moindres carres. il obtint 8*, 5776.

F/erreur probable était o",o'J7O.

Cette expression à* erreur probable exige une explication

t'erreur probable est cette qu'il y a chance égale d'atteindre

ou de ne pas atteindre de celle-là, nous t'avons dit. on
déduit toutes les autres. Contre une erreur huit fois plus

grande il n'y a pas, dit ta théorie, 1
chance sur 1

million.

C'est justement celle-là qui s'est produite. La parallaxe,

aujourd'hui bien connue, surpasse le résultat d'Eiicke de

huit fois son erreur probable. Tous ces calculs devaient être

stériles, rien ne garantissait contre les cluses constantes, et

le nombre des observations douteusesn'était pas assez grand

pour assurer une compensation.

f\.

Tout semblait débattu sur les universaux, et tout oublié.

M. Quelelet, sans réveiller ce vieux problème, a cru série'
semenl le résoudre, et, dans un livre riche de faits judicieu-

sement recueillis, a voulu définir et préciser Il' nuit homme

indépendammentdes hommes particuliersconsidéréscomme
accidents. Sans discussions ni subtilités, le patient auteur
attribue a son tvpc, par définition, la moyenne de chaque

élément variable «l'un humme l'autre. En relevant, par
exemple, les tailles de 20000 soldats, on a trouvé pour

moyenne dans telle, est la taille de l'homme moyen au-

plus grandesou plus petites, exactement graduées suivant lu

loi des écarts. Rien ne distingue les tailles des conscrits des

mesures qu'un observateur très maladroit aurait prises

20000 fois de suite sur un même homme de im, 7 5, avec



des instrumentsbien grossiers, il faut le supposer, mais cor-
rigés d(T fonte erreur constante.

M. Queîelet, dans ce rapprochement, voit une identité

nos tailles inégalossont pour tui le résultat des mesures très
rnnl prises par ta nature sur un modèle immuable, qui, seule,
révèle tout son savoir, j1», est la taille normale; pour
avoir un peu plus. on n'en est pas moins homme, mais t:e
qui manque ou dépasse pour chacunest erreur de nature et
monstruosité.si habile il raisonner des choses, aurait réduit
l'argument en forme, mais on ne renme plus de telles sub-
tilités. M. Quetelet, sur ce vieux champ de bataille des
écoles, n'a rencontre ni défenseurs ni adversaires.

La thèse a cependant plus d'un inconvénient. L'homme
iciéal, dit-on, représente en toute chose la moyennede l'hu-
manité. Cela parait très simple et très clair, mais ces détails,
définis par règle et par compas, comment s'ajuslcnt-ilsîLa
hauteur de la tète, par exemple, pourra, pour l'homme
moyen, se calculer par deux méthodes on peut prendre la
moyenne des longueurs, on, pour chaque individu, le rap-
port de la tête à la hauteur du corps, puis la moyenne de
ces rapports. Les résultats sont différents comment les
accorder?

Grave difficulté et inévitable écueil! Pour le montrer avec
évidence, cherchons entre deux sphères la sphère moyenne;
l'une a pour rayon i nous choisirons les unités de manière
ir représenter également la surface et le volume par i. La
seconde sphère a, je suppose, pour rayon 3, pour surface
et pour volume 27 ces chiffres sont forcés. Les moyennes
2, 5 et i.'| sont incompatibles une sphère de rayon 2 aurait
pour surface et pour volume 8 très exactement aucune
concession n'est possible, nulle sphère n'est difforme. L



homme malheureusementpeut l'être, et M. Quetolet en pro-

filé en associant le poids moyen de 20 000 conscrits à leur

hauteur moyenne, un fora l'homme type ridiculisaientgros

et, quoi qu'en ait pensé Reynotds, un mauvais modèle

pour un peintre. Cet artiste émineut, dans ses leçons

aur les Beaux-Arts, avait, avant. Quetelet. signalé dans

l'homme moyen le type de la beauté parfaite. Si tel était le

cas, a dit Sir John Ucrschci, la laideur serait l'exception. Je

n'en aperçoispas la raison. Aucun trait de la beautéparfaite

ne serait rare distribues sans convenance, ils seraient sans

mérite. L'harmonie fait la grâce. Le hasard appellerait sans
doute peu d'élus, et, n'en déplaise à Sir John Ucrschci,

dans les assemblages incohérents, si la laideur formait l'ex-

ception, le grotesque deviendrait la règle.

Dans le corps de l'homme moyen, fauteur belge place

une àme moyenne. Il faut, pour résumer les qualités mo-

l'ales, fondre vingt mille caractères en un seul. L'homme

type sera donc sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni

ignorant ni savant, souvent assoupi c'est la moyenne entre

la veille et le sommeil ne répondant ni oui ni non mé-

diocre en tout. Après avoir mangé pendant trente-huit ans

ta ration moyenne d'un soldat bien portant. il mourrait, non
de vieillesse, mais d'une maladie moyenne que la Statistique

révélerait pour lui.

V.

L'application du calcul au\ décisions judiciaires est, dit

Stuart Mill, le scandale des Mathématiques. L'accusation (M

injuste. On peut poser du cuivre et le donner pour or, la

balance reste sans reproche. Dans luurs travaux sur la

théorie des jugements,Condoirel,Laplarc et Poisson n'ont

pesé que du cuivrc.



La réunion, quelle qu'elle soit, qui peut juger bien on
ntitli est étude» [Jar des urne» où l'on
puise des boules blanches ou noires, « On peut, dans plu-
sieurs cas, a dit Laplaee, le plus grand des trois, témoins
imprudent., et incomparable aux deux autres, résoudre
des questions qui oui beaucoup d'analogie avec les ques-
tions qu'on se propose, et dont les solutions peuvent ôlre
regardéescomme des approximationspropres nous guider
<>t nousgarantir des erreurs et des dangers auxquels Je*
mauvais raisonnements nous exposent, tue approximation
bien conduite est toujours préférable aux raisonnements les
ltlus spécieux Il

Ilien n'est plus sage les bonnes approximations valent
mieux que les mauvais raisonnements mais il n'y a, malgré
cela, moyeuni apparencede les réduire en acte pour rendre
la justice meilleur» que les juges. On peut assurément Slip-

poser le nombredes boules noires égal celuides jugements
ma! rendus, les deux problèmes n'en restentpas moins fort
différents cl, pour tout dire, sans analogie.

I;n juge, supposons-te, se trompe une fois sur dix. Con-
dorcet et Poisson t'assimilent à une urne contenant9 boules
blanches et 1 noire. Le sort des accusés resterait-il le m6me?

Sur épreuves, la boule noire sortira 100 fois, tout
comme, sur 1000 jugements, joo seront mal rendus. Les
nombres se ressemblent, tout le restedilfùrc. Quand un juge

se trompe, c'est que le cas sans doute est complexe et ardu.
On condamne a coup sur le coupablequi avoue, on acquitte

eu hésitant celui que l'on n'a pu convaincre; les boules
noires de t urne se montreront le même nombre de fois,
mais tout autrement. Condorcet répondrait peut-être (lue
pour la société, qui seule l'intércsse, le dommage et l'alarme
resteraient les iïk'-iïics et qu'ils dépendent du nombre des



crimes impunis et des innocents déclarés coupables. Mais
une autre objection est sans réplique l'indépendance (les
tirage!» est supposée; les urnes, dans les calculs, échappent
à toute influence commune. Les juges, au contraire, s'éclai-
rent les uns les autres, les mêmes faits les instruisent, les
mêmes témoignages les troublent, les mêmes sollicitations
les tourmentent, la même éloquence les égale, c'est sur les
mêmesconsidérants qu'ils font reposer ta vérité ou l'erreur.
L'assimilationest impossible.

« Condorcot a pris possession de l'univers moral pour le
soumettre au calcul.

Il
C'est la louange qu'on lui a donnée;

on s'est demande si c'est après l'avoir lu. Dans son livre sur
la Probabilitédes jugements, il se propose d'abord deux pro·
blêmes. Premièrement Quel est, pour chaquejugement et
pour chaque juge, la probabilité de rencontrer juste? En
second licu Quelle est la probabilitéd'erreur à laquellela

société peut se résigner sans alarmes?
La première question lui semble facile.

« Je suppose, dit Condorcet,que l'on ail choisi un nombre
d'hommes véritablement éclairéset qu'ils prononcent sur la
vérité ou sur la fausseté de la décision. Si, parmi les déci.
sions de ce tribunal d'examen, on n'a égard qu'à celles oui
ont obtenu une certaine pluralité, il est aisé de voir qu'on
peut, sans erreur sensible, les regarder comme certaines. u

C'est un concile infaillible, tout simplement, qu'il définit
et prétend convoquer. Sans douter, il hésite; non que les
hommes véritablement éclairés soient rares, gardons-nous
de le croire, mais leur temps est précieux; pour l'épargner,
Condorcetproproseunc seconde méthode dont Poisson, plus
tard, n'a pas aperçu l'illusion. La probabilité d'erreur étant
supposée pourun juré, on peut, en augmentant leur nombre.
la diminuersans limite pour l'ensemble. L'instrument est



trouvé, on n'a plus qu'à choisir.
Il Que l'on compte, dit

(lomlorccl, eombteirif périt de paquebots sur le nombre de
ceux qui vont de Calais à Douvres, et qu'on n'ait égard qu'à
ceux qui sont partis par un tempsrregartlécomme bon par
tes hommes instruits dans là navigation. Il est clair qu'on
aura. par ce moyen, lit valeur d'un risque que, pour les
autres comme pour soi, on peut négliger sans imprudence.

»l>rélère-t-on le danger de périr au l'ont-Saint-Esprit,quand
on descend le Rhône de Lyon à Aviguoii? Les honnêtes gens
s'v exposent sans frayeur. Veut-on, pour le faire court, la
probabilité U ne faut que dire oui. Je n'invente ni
n'exagère. Dans une assemblée de votants, on exigera la
majorité dey voix. Deux conditions seulement sont suppo-
sées chaque juge, isolément, ne doit se tromper qu'une
lois sur cinq. En jugeant la môme cause, le raisonnement
proposé le suppose, ils ne doivent pas non plus être exposés
aux mêmes chances d'erreurs.

Lorsque, huit ans plus tard, Condorcet préférait le poison;' une.justice suspecte, s'il eût pu s'assureren des juges cou-
rageux et honnêtes, il n'en aurait pas exigé

Laplace aborde très modestement le problème des juge-
ments « La probabilité des décisions d'une assemblée
dépend, dit-il, de la pluralité des voix, des lumières et de
l'impartialité des juges. Tant de passions et d'intérêts parti-
entiers mêlent si souvent leur influence qu'il est impossible
de soumettre le résultat au Calcul des probabilités.

» Il l'y
soumetpourtant, et Poisson, en fondant,dans son livre, sur
des principescertains, des applications il peine douteuses,
a cru suivre son illustre exemple. Laplace cherche d'abord,
pour les assemblées, le meilleursystème de vote. 1I est rare
que t'en puisse, en répondant oui ou non, exprimer toute
son opinion. Plusieurs propositions, presque toujours, sont



relatives aux mêmes objets. Le calcul, suivant Laplaee, ne
conseille pas de lès mettre aux voix successivement.Voici

cc clu'il foui faire: chaque votant recevra un nombre illimité
déboules, et l'on passera, pour recueillir les votes, autant
d'urnes qu'il y d'opinions en présence, en invitant chaque

votant u verser dans chaque urno un nombre de boules pro-
portionnel il la probabilité qu'il attribue à la proposition
correspondante,Docile à la théorie du probubilisme,chacun

résistera à la tentation de verser sa provision tout entière
dans l'urne favorable il l'opinion qui lui agrée le plus.

Les assemblées n'ont pas tenté l'épreuvc; elles cherchent
le sur, comme Pascal, le probable ne leur sufïit pas.

Laplacc, reprenant une idée de Condorcet, cherche dans
le compte des votes concordants ou discordants des divers

juges ln chance qu'ils ont de prononcer juste. Se séparant
pourtantde Condorcet sur un point de grande importance,
il fait varier cette probabilitéd'une cause a l'autre, mais la

fait, dans chaque cause, égale pour tous les juges; la seule

donnéeintroduiteest lenombre des jugesfavorablesa chaque

opinion. Si un jury de douze nègres prononce sur le vol

d'une banane, la probabilité de bien juger sera, d'après la

formule, précisément la môme, il majoritc égale, que pour
douze conseillers il la Cour de cassation décidant une que-
tion de droit.

La probabilité, dans les calculs de Poisson, reste la même

pour toutes les causes; il n'ignore pas qu'elle peut varier,
mais il croit obtenir, sans doute, une de ces approximations
bien conduites dont parle Laplacc.

Une urne contient des boules noires ou blanches; la pro-
portion est inconnue; il suffira, pour la découvrir, de faire

un grand nombre de tirages. Le rapport du nombre des

boules blanches sorties au nomhrc total des tirages fera con-
Il.



naître leur proportion dans ruine. La vérité, malheureuse-
m<jnt» do i'enre«K.<|uê ia couleur blanche

l'est de la notre, ne s'en distinguo pas si facilement.
Supposons, en second lieu, deux urnes on présence. Ou

ignore la proportion des boutes noires ou Manches, et, il
chaque tirage, on fait connaître, non la couleur des houles,
mais Ieur accord seulementou leur désaccord. On ne pourra
par de telles épreuves, si souvent qu'elles soient répétées,
déterminer la composition des urnes, mais seulement ren-
fermer le doute dans des limites plus ou moins étroites.

Kn consultant trois urnes au lieu de deux, le problèmes se
résout exactement. Si, tirant une boule de chacune, on sait
quelles urnes s'accordent à donner mêmocoulcur, l'épreuve,
suffisamment répétée, fera connaître, avec telle probabilité
qu'on voudra, la compositiondes trois urnes, sans distinguer
toutefois les cas où les noires seraient changéesen blanches,
et réciproquement.

PoissonetCournol substituent aux trois urnes les troisjugcs
d'un môme tribunal.Si l'ierre, Paul et Jacques prononcent sur
un grand nombre d'affaires, on pourra, sans savoir si leurs
décisions sont justes ou injustes, connaître leurs différences
d'opinion. La formulequi révèle les boulesblanchesdes urnes
s'appliquera aux chances de bien juger, en repoussant tou-
tefois, pour chaque magistrat, la probabilité de se tromper
plus d'une fois sur deux. Mieux vaudrait sans cela, après
avoir vu, lu, relu, paperasseet feuilleté les pièces du procès,
jouer, comme faisait Jiridoye, la sentence a trois dés.

Les deux problèmesassimilés par Poisson sont, en réalité,
très différents. Si Pierre et Paul s'accordent souvent contre
Jacques, il peut se faire qu'ils aient, sur certains cas clou-

teux, une opinion pareille et que, en la repoussant, Jacques
comprenne mieux la loi. Peut-être Pierre et Paul montrent-



ils/pour certains plaideurs une même indulgnn«>, pour d'au-

très «ne egrtle rigueur. Pour être plus éclairé,, plus droit,

plus impartial. Jacques alors serait diffamé par lit formule.

Si Paut, quand 1111 de ses collègues u opiné le premier, n'a

pas la hardiesse de le contredire, la formule y verra une

preuve de son mérite. Ksl-clle digne cle confiance? Sans

s'arrêter il des difficultés aussi visibles, Poisson n'a pas craint

d'assigner,pour un juré pris att hasard, la probabilité de

décider juste. l'ensembledes documents interprétés

par ses calculs, clutclue juré, en France, se trompe une firis

sur trois. C'est beaucoup Condorcet n'en demanderait pas

davantage. Quelquescentainesde ces jurés sans lumières lui

suffiraient pour promettre, au nom de la Science, aux ac-

cusés innocentas toute la sécurité d'un joyeux touriste qui,

par un temps serein, s'embarque sur une mer sans écueils.

VI.

L'action libre des êtres humains, celle aussi des animaux,

quoi qu'en ail dit Descartes, mêle à l'enchaînementdes effets

et des causes un élément inaccessible au calcul. La liberté du

choix produit, à parler rigoureusement, les seuls cas fortuits.

Les lois du hasard étendent plus loin leur domaine. Un

homme agite un cornet, lance les dés, doucement ou avec

force, il droite ou il gauche, use sans contrainte de son libre

arbitre; il amène fois sur
On substitue au bras de chair des organes de cuivre et

d'acier. Une machine jette les dés, les ramasse, les lance

encore, mue par la force aveugle d'un ressort entretenue

par d'autres ressorts. Tout est déterminé un géomètre cal-

cule il l'avance la succession des points. La formule donne

sonnez i fois sur



Tous les soldats crâne nombreuse armée sont appelés tour
il tour a dire nombre moindre que 7, te premier venu.
Dans leur» réponses, inscrites deux par deux, on rcnconlro
deux 61 fois sur 3(i.

D'où vient cola? Les lois du hasard gûnont-ollo»la litierlû
des efforts musculaires? râlent-elles t'ordonnance d'un
mécanisme aveugle? troublent-ellesle capricede 100000ullit-
ginations qui les ignorent? Il n'en est pas ainsi. Si l'on
influence la valorlté de ces hommes; si le mécanicien, re-
belle à la loi de Bernoulli, prend plaisir il la mettre en de.
faut; si le joueur de des s'y applique avec ou sans adresse,
toutes nos assertions seront finisses. A tout effort le hasard
est docile sans souci de la règle, il suit les gros batail-
Ions.

Le hasard est sans vertu impuissant dans les grandes
affaires, il ne trouble que les petites. Mais, pour conduire
les faits de nature une fin assurée et précise, il est, au mi-
lieu des agitations et des varioles infinies, le meilleur et le
plus simple des mécanismes. Les vapeurs s'élèvent, les vési-
cules se forment, les nuées s'épaississent, les vents les dis-
persent, les nrèlent, les entre-choquent, engendrent la tem-
pête et la pluie; le hasard conduit tout sans surveillance ni
délibération aucune, et précisément parce qu'il est aveugle,
il remplit le lit de tous les fleuves, arrose toutes les cam-
pagnes et donne à chaque brin d'herbe sa ration nécessaire
dégouttes d'eau.
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I..4 llti.NK llKS JOUCfKS.

si. l.nrsi|u"un joui'iir joueil tilt jeu é<|uitahk', sa ruine tut »u
lard est certaine. la ;iro|iosition scmlde contradictuirc, elle Il'' l'ist pas.

Il' (,iir«|iic deux joueurs luttent iudéliiiiineiil. qui'lli-s (lue snionl les
ciinditions du jeu, l'un des deux doit finir par sc ruiner, Calcul nu-
nu:rii|uc. •- 8i. La perte |jent fiitralner la ruine avant lu fin du nombre

convenu de parties. Cela accroît les cliauri-s de ruine. S*>. lieux uianirrc«
d'énoncer le problème de la ruine de'' juucurs. Cas ou l'irrre pos-
sédant m francs joue indéfinimentà un jeu 'quitable. H7. La valeurpro-
bable du nombredes parties est inliuie. Il n'ya pas contradiction. lié.
tnonslriilion de l'énoncé précédent. Mit. Calcul des cbani:es de ruine dnns

un nombre donné de parties. !)Il. Kxi"inpli>s numérique*. Cm* où
daux joueurs ont drs fortunes données. Chance de ruine de chacun.
!ll. (:as où Je jeu n'est pus cipiitable. 03. Autre uianién: d'nlrtcnir le

mùinc résultat. 'M. Cas iiii l« ilcux joueurs ont même fortune el ex-
poseut la ménie mise. Uô. Probabilité pur qu'un joueur qui jmie indé.
liaiment Unisse pur çe ruiner. Trois cas peuvent se présenter. !16. !
cas où la ruina n'est pas certaine est celui oit le joueur Il un avait-
tage. 97. Kxcmplc numérique. !I8. Probabilité d'être ruiné prccNé-

meut après un nombre donne de coups. 09. Valeurapprochée Ac la pro-
babilité. WU. Probabilitépour que la ruine soit postérieure au •)•' coup.

Valeur maxiina de la proliabililé. 10-2. Valeur nintima de lit va-
leur approchée. ll»3. Valeur probable do nombre des parties jouée*

avant la ruine de l'un drs joueurs. Cas où le jeu n'<"ït pas équi-
table. Théorème de NI. Itoucbé. t(Ki. Évidence appan-nte du théorème.

10B. Insufllsanccde la démonstration Ilinlurtion du cas où !•
jeu est équitable au cm général. 1118. Cas on les fortunes sont égales eu



le jeu. tl)9. Cas oit deux joueurs tuttunt L'un contre t'autue
peuvent l'un et l'autre être ruinés. In»o.tf)#tneu d'un raisonnement qui.
semble fort «uiule l-ttfc €»& ai Pierre- ot Haut f>»«<iéuW chacun V'.

ill. Cus où il.* possèdent V'. iti Ca* gênerai. ttS. isiamen
d'une ciiMibiiiaiwn propose puur accroître Ici chances degain iv^-iji

CHAPITRE VU,

PRGKABlMTfi DES CAMES.

1 Il. Ce que, dans le Calcul des probabilité», on entend par le mot cause.

tion. tl6; Autre démonstrationdé la foimuic. t'robl4me relatif
lit compositioninconnue d'une urne. 118, II!). Autre manièrede coin.

prcudrc lY'iiunco. l'itt. Problème plus général. tJI. Lui approchée
des probabilités. 122. Autre luanU'-rc de iiiTciser l'énoncé. 13. Aji-
pticatiocs incurrectasdes résultatsprécédents. 124. Discussion d'une rx-
périenec de liufton. lii. Discussion de la Méthode d'uppru.ximation
adoptée. l;'li. Cas extrême où la conclusion du niisoniirnicia mutent uc-
cepté serait iWidemnicnl sans valeur. IJ7. Hi:gulurilc des nuisance*
inasouliiie» et fi-niinirici. tJ,'8. Quelle est la ré((uluiilé dunt on serait
en droit di- s'ùtonncr? )•>. Kxcruplc cité par liulfon. Kvcmplt;
cité par Uiplacc. 131. Les condition* d'un problème doivent étre ili-li-
nics avec détail. U:i. Quelques exemples. 131. Applicationfaite
par Mitclicl à lu théorie des étoiles doubles. ):!i. rrobabilitédes (Hé*
ncments futurs. t:i(i, Appliuittiunsridicules de la formule il la pro-
habilité du leverduSoleil

CHAPITRE VIII.

LUI DES BHHKfllS d'ODSBBVATIOX.

l'ostulatiiin de Causa. 13!). Autre hypothèse faite implicitement.
Cas dans lequel le est rigoureusementexact, Con-

séquence des suppositions acceptées. 142. Comparaison du résultai
avec une formule connue; accord apparent, mais nun réel. Autres
contradiction* résultant de la lui admise. i44. Conséquenced'un autre
mode de combinaison des mesures. 145. L'obscr ration confirme la règle
de Gauss, les erreurs constantesétant écartées. Méthode de véri-
fication. Résultats du Dradley discutés) par iiesscl. détermi-
nation du paramètre k; diverses formules. 110. Vérificationspossible!).

150. Valeur probable du carré de l'erreur commise en adoptant la pre-
mière formule. 151. Valeur prolratrle pour la seconde, la'?, Compu-
raison des deux résultats. 153. Les formules peuvent être remplacées
par d'autrcs qui sont préférables). l')l. Autre modification accroissant
lu confianceméritée par la formule. Autres méthodes pour calcul-
ler A. 15G. Groupement des observations deux par deux; valeur pro-
bable de la plus grande erreur. Autre démonstration du résultai.

158. Valeur probable du carré de la plus grande des erreurs mnsidé-
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COMBINAISON DES OBSERVATIONS.

1UT. La tliéuriç des moyenne* pas applicable, en général, la détermi-
natk.ii simiiltaiiùu die plusieurs grandeurs. l'JS. Lorsque plusieurs va-
leur* il' une même inconnue sont indépendantes, on peut prendre la moyenne
en ayant égard à leur poids; jiri.-mior exemple. I!W. Deuxième exemple,

ïflO, Troisième exemple. '2(il, 202. l'robléuic diiut lequel les valeurs
d'une tataut inconnue m: sont pas indépendantes, résolu on suivant le prin-
cipe de la démouslratio», dunt il faut changer le détail. 203. l'robléme
général; première solution «te Cauts'. 204. En ne faisant, en apparence,
aucune hypothèse sur la loi de probabilité, on ne chance pas essentielle-

ment les conditions de l'énoncé. Substitution de la plus petite
valeurprobabledu carré <lo l'erreur t'erreur ta plus prnbable. 2Ufi. Lors-

que le nombre îles w|naiions surpasse cului des inconnues, il existe entre
les erreurs des rclatinns nécessairesqui ne sont paa satisfaite*. 2*17. Kx-
pression adoptée puur l'une des inroiinucs; on rend le carré de la valeur
probable de l'erreur minimum. Les erreurs étant très petites, la
solution est la plu; générale. Valeur probable du carré de l'erreur
A craindre. Î10. Premier exemple. 211. Second exemple. 5lî. I.cs
valeurs probables dcs carrés des erreurs commises sont indépendantes de
la concordance des résultats; explication de ce paradoxe. '2t'l. Les for-
mules sont démontrées pour des observations qui ne sont pas encore
faites. ?U. On peut se placer a un point de vue tres différent; le
problème devient insoluble. Développement sur un exemple. La valeur
probable a priori sia l'inconnue que l'on veut calculer a posteriori est
un élément nécessairedu la solution. 315. La question appartient il ta
tlréurie de la probabilité des causes; fauta dc l'unc des données indispen-
sables, la solution est impossible. -ilO. Discussion d'un problème ana-
logue. 217. Étude du problime général; les solutions sont en nombre
infini- Premier exemple. 219. Second exemple. 22U. Évaluation,

dans un cas très simple, de l'erreurà craindreen égalant la videur vraie a

la valeur probable. Calculs numériques. Théorème des moindres
carrés, Simplificationdus calculs. 223. Exemple. 22i. Théo-
rie de Gauss. • 2Ai. Objections de ISienayiné. 2M. Les corrections
prescrite* par la méthode, des moindres carrés sont des fonctions déter-
minées des erreurs réellement commises. 227. Expressionde la somme
dcs carrés de ces corrections. '2J8. Valeur probable de cette somme.

Exemple. 230. Incertitude de quelques assertions compromet-
tantes pour lathéorie i5n-3oA

CHAPITRE XII.

I.CS LOIS DE LA STAllSTIQtK,

231. Il existe plus d'une manière de cnnsultcr le sort; quand la probabilité
est la même, la moyenneest la même sur nu grand nombre, d'éprouves,



mais fa» diancho* d'&artêtre différentes. K*piwiw»

.briaucdu «S. J.»pla««et l'«'*«»>> dans leurs

KI4 l.e tirage `kans plttsieMrs urati <l«ttn«, pour une même probabilité
;«.,«,

une v*hur plus petit'. celte du carré de IVÎcart. - 23». In-

Itueuce de l'importanceta sommes a»Muà» >ur les chances d'écart de la

muvcaac. 1-a formule obtenues supposant les lîr»ges faits dans la mil»»

urne «'est pas «ccptaW». Loi de morlàlité de Comptai»

CHAP1THE Xlll,

PHOBAWUTÉ DES BÊCISIOSS.

M7. Hésumé critique des tentative*faites pour appliquer le Calcul des pro-

habilités aux décisionsjudiciaires
LE

8 (! ) = Va..
e><" Z*J~ni

PIN IlE LA TADUS DES MATIÈRES.



PROBABILITÉS.

ÊXUMÉRATION DES CHANCES.

U» t»*ll«<*la probabilitéd'il»évûneuicutpar lu liumbre

<k<< ca« favorable*«HtI»ôpar nombreiIim m [Hmllile*-

La illllioullenecunùsle<\n* dans I «riuiii«ratluri <-a-

1. Définitionde la probabilité. L'égalité des chances est supputée dans la défini-

tion. i. Exemple d'un1: ciiumOration incorrecte. 3. Autres exempta.

4. l,c wimbtc des cas ne doit pas être infini. Contradiction résultant du l'oubli

de cette condition. 5. Second exempte. 6. Troisième exemple. 7. Qua-
trième exemple. 8, 9, 10, 11, H, 13. Solution de quelques problèmespar IV-

numénition des chances. 14. Prétendu paradoxe du chevalier de M<h'é.

15. Combien faut-il tenter de coups pour obtenir une probabilité doniirc de

produire au moins une fois un événement dont la probabilité est connue?
Mi. Problème du jeu de rencontre. Il. Problème relatif aux tirages de ijoule<

numérotées sans les remettre après chaque tirage. 18. Problème relntif au
dépouillement d'un scrutin de ballottage. 10. Une urne contient des boules

numérotées, quelle est la probabilité pour quc sur it tirais la somme de-,

points tirés ait une valeur donnée. 20. Applicationau cas de trois des.

1. La probabilité d'un événementest estimée par l'énumération

des cas favorable, rapprochccde celle des cas possibles.

On parie, en jetant un dé, qu'il montrera le point 4. LI! ilé Il

six faces six cas sont possibles, un seul est favorable. La proba-

bilité est y,. C'est une définition.



On jette deux dcs; le* six points du premier, en s'associant aux
six dti second, peuvent former trente'*» ht pro-

babilité (l'amener une d'entre elles, double deux par exemple,

La probabilité a et est chacun des dé.* pouvant
donner lorsque l'autre donne {, il y a deux combinaisonsfavo-
rables S et ,f, .{et 3; on Ieur dounc lu même nom, 3 et mais
elles sont réellement distinctes.

La probabilitéd'un événement est le rapportdu nombredes
eus favorables au nombrelotal des ecrs possibles. Une condition

est sous-entendue tous les cas doivent être également possible».

La définition,sans cette restriction, n'aurait aucun sens. Il peut se
l'aire ([ne l'événement arrive, il sc peut aussi qu'il n'arrive pas; ce
sont deux cas possibles, un seul est favorable. Toute probabilité
serait donc L'erreur est grossière. D'Alemberl a élevé l'ob-
jcction et refusé de passer outre.

Avant de computer les chances, il l'aut constater qu'elles ont
mime vraisemblance.

2. Trois colfrets sont d'apparence identique. Chacun a deux
tiroirs, chaque tiroir renferme une médailles. Les médailles du
premier cotlrcl sont en or; celles du deuxième colTret. en argent;
le troisième coflret contient une médaille d'or et une médailles

d'argent.
On choisit un coflret; quelle est la probabilités pour trouver,

dans ses tiroirs, une pièce d'or et une pièce d'argent?
Trois cas sont possibles et le sont également puisque les trois

coffrets sont d'apparence identique.
Un cas seulement est favorable. La probabilité est â.

Le coffret est choisi. On ouvre un tiroir. Quelle que soit la
médaille qu'on y trouve, deux cas seulement restent possibles. Le
tiroir clui reste fermé pourra contenir une médaille dont le métal
diffère ou non de eelui de la première. Sur ces deux cas, un seul

est favorable au coffret dont les pièces sont différentes. La proba-
bilité d'avoir mis la main sur ce coffret est donc



Comment croire, cependant, qu'il suffira d'ouvrir u» tiroir

pour changer la (WolMibililée» de j à I?

Le raisonnement ne peut être juste. Il ne l'est pas en ellei.

Apre* l'ouverture du premier tiroir deux cas restent possibles.

Sur ces dellx cas, un seul est favorable, cela. est vrai, mais les

deux cas n'ont pas mcme vraisemblance.

Si la pièce qu'on a vue est en or, l'autre peut être en argent,
mais on aurait avantage à parier pour qu'elle soit en or.

Supposons,pour en faire paraître l'évidence, qu'au lieu de trois

coffrets on en oit trois cents. Cent contiennent deux médaille

d'or, cent deux médailles «l'urgent et cent une médaille d'or et

une médaille d'argent. Dans chaque coffret on ouvre un tiroir, on
voit par conséquent trois cents médailles. Cent d'entre elles sont

en or et cent en argent, cela est certain les cent autres sont dou-

teuses, elles appartiennentaux coffrets dont les pièces ne sont

pas pareilles le hasard en réglera le nombre.

On doit s'attendre, en ouvrant les trois cents tiroirs, à y voir

moins de deux cents pièces d'or la probabilitéspour que la pre-
mière qui se présente appartienne à l'un des cent coffrets dont

l'autre pièce est en or est donc llus grande que •}.

3. Supposons, pour serond exemple, que Pierre et Paul jouent

aux boules; celui clui placera la boule la plus rapprochée du but

gagnera. Us sont également habile; mais Pierre a deux boules ir

jeter, Paul n'en a qu'une. Quelle est la probabilité pour que Pierre

gagne? p
Sur trois boules jetées par des joueurs également habiles,

Pierre en a deux. La probabilité de gagner est pour lui

Ne pourrait-onpas dire cependant

Chacune des boules de Pierre peut être meillcurc ou moins

bonne que la boule de Paul; quatre cas sont donc possibles. Sur

les quatre, un seul fait perdre Pierre, cclui où ses deux boules

sont l'uneet l'attire moins bonnes que celle de Paul, les trois autres

cas lui sont favorables. La probabilité de gagner, pour l'icrrc,

est J.



L'énumération est exacte, mais les cas n'unt pas même vrai-

semblance.-'
Paul a do bons et de mauvais coup». Si la boule qu'il a lancée

remporte sur la prentière boule de Pierre, il est à croire, sans
rien savoir de plus, qu'elle n'est pas parmi les mauvaises. La

chance pour qu'elle soit moins bonne que la seconde boule de

Pierre est diminuée. Parmi les quatre cas possible, ceux dans

lesquels Pierre vaincu dans un coup est vainqueur dans l'autre

sont moins vraisemblable»que ceux dans lesquels ses deux Loutes

ont le même sort.

4. Une remarque encore est nécessaire l'infini n'est pas un
nombre; on ne doit pas, sans explication, l'introduire dans les

raisonnements. La précision illusoire des mots pourrait faire

naître des contradictions.Choisir au hasard, entre un nombre

infini de cas possibles, n'est pas une indication suffisantc.
On demande, pur exemple, la probabilité pour qu'un nombre,

entier ou fractionnaire, commensurable ou incommensurable,

choisi au huscrrd entre o et ruo, soit plus grand que 5o. La

réponse semble évidente le nomhre des cas favorables est la

moitié de celui des cas possibles. La probabilitéest j.
Au lieu du nombre, cependant, on peut choisir son carré.

Si le nombre est compris entre 50 et 100, le carré le sera entre

25ou et ioooo.
La probabilité pour qu'un nombre choisi au hasard entre o

et surpasse aàoo semble évidente le nombre des cas
favorables est les trois quarts du nombre des cas possibles. La

probabilité est
Les deux problèmes sont identiques. D'où vient la différence

des réponses? Les énoncés manquent de précision.

Les contradictions de ce genre peuvent être multipliées à l'infini.

5. On trace au hasard une corde dans un cercle. Quelle est
la probabilité pour qu'elle soit plus petite que le côté du triangle
équilatéral inscrit?



On peut dire si l'une des extrémités do ta corde est connue,

ce rénsetgnetnertl ne change pas la probabilité; la symétrie du

cercle ne permet d'y attacher rrucune influence, favorable ou dé-

favorable l'arrivée de l'événementdemandé.

L'une des extrémité de la corde étant connue, la direction doit

être réglée par le hasard. Si l'on trace les deux côtés du triangle

équilatéral avant pour sommet le point donné, ils forment entre

eux et avec la tangente trois angles de tiu". Lu corde, pour être

plus grande que côté du triangle équilatérai, doit se trouver

dans celui des trois angles qui est compris entre les deux autres. La

probabilitépour que lé hasard entre trois angles égaux qui peuvent

le recevoirle dirige dans celui-lu semble, par définition, égale à

On peut dire aussi si l'on connait la direction d. la corde, ce

renseignement ne change pas la probabilité. La symétrie du cercle

ne permet d'y attacher aucune inllncncc, favorable ou défavorable

Il l'arrivée de l'événementdemande'1.

La direction de la corde étant donnée, elle doit, pour être plus

grande que le coté du triangle équilatéral, couper l'un ou l'autre

cles rayons qui composent le diamètre perpendiculaire, dans la

moitié la plus voisine du centre. La probabilité pour qu'il en soit

ainsi semble, par définition, égale

On peut dire encore choisir une corde au hasard, c'est en

choisir au hasard le point milieu. Pour que la corde soit plus

grande que le côté du triangle équilatéral, il faut et il suffit

que le point milieu soit à une distance du centre plus petite que la

moitié du rayon, c'est-à-dire à l'intérieur d'un cercle quatre fois

plus petit en surfacc. Le nombre des points situés dans l'intérieur

d'une surface quatre fois moindre est quatre fois moindre. La pro-

babilité pour que la corde dont le milieu est clroisi au hasard soit

plus grande que le côté du triangle équilatéral semble, par défini-

lion, égale à

Entre ces trois réponses, quelle est la véritable? Aucune des

trois n'est fausse, aucune n'est exacte, la question <-sl mal posée.

On choisit au hasard un plan dans l'espace; quelle est la



probabilité pour qu'H lasse avec l'horizon un angle plus petit

On peut dire tous les angles sont possible» entre et la

probabilité pour qut\ le choix tombe sur un angle inférieur
est*.

On peut dire aussi par le centre d'uue sphère, menons un
rayon perpendiculaireau plan en question. Choisir le plan au ha-
sard, c'est choisir au hasard le point où cette perpendiculaire
perce lit spltère.

i'our que l'angle du plan avec l'horizon soil plus petit que

il faut que la perpendiculairecoupe la sphère dans l'intérieur d'une
ont; dont la surfaceest

La probabilité est donc o,ay.
Cette question, comme la précédente, est mal posée et les deux

réponses contradictoiresen sont la preuve.

7. On fixe au hasard deux poiuts sur la surface d'une sphère;
quelle est la probabilité pour que leur distance soit inférieure

Le premicr point peut être suppose connu, la position qu'il
occupe, quelle qu'elle soit, ne change rien à la probabilité cher-
chée.

Le grand cercle qui réunit les deux points peut être également
supposé connu, les chances possibles sont les mêmes dans toutes
les directions. Si l'on partage ce cercle en «i 60 arcs de io', de ma-
nière que le point commun soit un point de division, les points
situés dans les deux arcs séparés par le point donné remplissent
seuls la condition demandée la probabilité est donc =



peut dire aussi le premier puiul élanl couuii, pour cjoc te

dans une zone dont la surface est

plus de deux cents fois plus petite que
Les probabilités relatives la distribution des étoiles, en les

supposant semées ait hasard sur la splu-re céleste, sont impos-

sibles il assigner si la question n'est pas précisée davantage.

8. L'application directe de la délinition, lorsque les cas pos-

sibles sont en nombre déterminé et d'égale vraisemblance, est sou-

vent, au contraire, un problème facile appartenant à la théorie des

combinaisons.

Problème I. On jet le une pièce de monnaie le de

suite. Quelle est la probabilité pour que pile H Jure se suc-

cèdent dans un ordre assigné?

Pile et face, à chaque épreuve, sont également possibles.Toutes

les successions présententdes chances égales. Leur nombre, pour

n épreuves, est a", car chaque jet nouveau présente deux cas pos-

silles qui, l'un et l'autre, peuvent s'associer il chacunedes comhi-

naisons précédentes, dont le nombre est par conséquent doublé.

Parmi ces a» combinaisons, une seule est demandée. La proba-

bilité est -• L'arrivée de. face ou de pile est prise ici comme le

type d'un événement dont la probabilité est i.

La probabilité de voir, il la roulette, lit rouge et lu noire se suc-

céder dans uu ordre assigné serait exactement la même.

Quelle est, par exemple, la prohalrililé pour que, la roul;c se



moillïùnl an jwtîtirttn- coup, la coitkiir change sans interruption il

chacun des »g coups, suivants?

La probabilité csl

La probabilité pour que, pendant tes trente premiers coups, la

rouge et la noire se succèdent sans que la mêmecouleur sortedeux

luis de suitc cst doublet de ta précédente. La suite alternée peut

commencer par rouge ou. par noire. Cela fait deux cas possibles.

Il, Il. Quelle est lu probabilité pour obtenir

avec un dé ù siœ faces n fois cte utile le point 3?

A chaque jet, six cas sont possible. et peuvcnt s'adjoindre à cha-

cune des combinaisons précédentes, dont le nombre est ainsi sex-Le nombre des combinaisons possibles sur n épreuves est

donc li" une seule est demandée, elle a pour probabilité

10. I'hohléuf. III. Quelle est Il(. probabilité pour amener
avec ileux dés unc somme de pointségale ,¡ 7?

Le nombre des cas possibles quand on jette deux des est 36.

La somme peut être obtenue par Il et t, et it, 4 et 3. Chacune

de ces manières représenle deux cas; 6 et 1, par exemple, peut
résulter de f> donné par le premier dé avec 1

donné par le second,

ou tic 1 donnée par le premier avec 6 donné par le second.

Sur 36 cas possibles, (i sont favorables; la probabilité est
ou

Il. FnoBi.kMK IV. Quelle est la probabilité pour amener
avec deux de .mite point y?

Le nombre des combinaisons possihles sur n épreuves faites

avec deux des est
Chacune des six combinaisons qui, ù chaqueépreuve, peuvent

amener la somme en s'associant à toutes les précédentes, mul-



li|ilii! parti le nombre des cas favorable*. Le nombre fc>lal de mjs

cas pour les #* épreuvesest donc La probabilité, rapport du
«ombre tics cas favorablesû celui descas possibles, est

i'non-ÈME Quelle est lu probabilité, en jetant deux

<l<k, pour avoir une somme- dl' /mints égale ri 8?

La gomme 8 peut être, comme la somme obtenue dc trois

manières:' (ici a, et 3, 4 et mais ces trois manières «pi-t-

sentent cinq cas et non six. f.e doublet et ne petit se produire,

en effet, que si les deux dés donnent Le nombre des cas pos-

sibles est et la probabilité est -?,.

Problkmk \'1. -si la probabilité, en jetant deux

dés trois fois de suite, pour amener une fois au moins un dou-

blet?

Le nombre des combinaisons possibles sur trois épreuves est

A chaque coup, six combinaisons sont des doublets, trente n'cu

sont pas. Le nombre total des combinaisons qui ne contiennent

aucun doublet est donc, sur trois épreuves, 3u' ou a;ooo. l.e

nombre des combinaisons qui contiennent un doublet au moins

est

La probabilité demandée est

i i. Probi.èmk VIL Quelle est la probabilité pour qu'en

jetant deux clés il fois de suite on amène sonnez au moins une

fois?

A chaque fois que l'on jette deux clés, le nombre des associa.



lions dit poiuis pos.siMc.s- t>3t Mi; J3, sur ces -iti, sant autre* que-
mniibre des combinaison*podsiblos en /< coups est3G";

nombt'u de wAU'.a dont sonne-: est exclus est lu nombre des

qui çontieuBcnt une ou plusieur* fois sonnez est

Si l'on parie d'amener sonnez en «4 coups, les chances de perte
l'emportent sur celles de gain. C'est le contraire si l'on accorde

coups.
Le problème précédent, proposé à Pascal par le chevalier de

Mère, a été l'occasion des premières recherches sur le Calcul des

probabilités.

« Je n'ai pas le temps, écrivait Pascal à Fermât, de vousenvoyer
la démonstration d'une difficulté qui étonnait fort M. de Mère!

car il a un très bon esprit, mais il n'est pas géomètre. C'est, comme

vous savez, on grand défaut. Il me disait donc qu'il avait trouvé

difficulté sur les nombres pour cette raison Si l'on entreprend

de faire 6 avec un dé, il y a avantage de l'entreprendre par 4

coups. Si l'on entreprend de faire sonnez avec deux dés, i) y a désa-

vantage de l'entreprendre en a/J coups, et néanmoins 2/j est à 36,

qui est le nombre des faces de deux dés, comme 4 est à 6, qui

est Je nombredes faces d'un dé.

» Voilà quel était son grand scandale et qui lui faisait dire liait-



leinciit que les propositions n'étaient pas constantes et cjur.
l'Àrilh'-

La réponse ne pouvait embarrasser ni Pascal ni Fermât.

Il wiubtouue l'exemple d'un de deux lace*, c'est-à-dired'une

pièce de monnaie, aurait suffi pur ouvrir les yeux de Meré. Sur

1 coup, avec une pièce de monnaie, on peut parier, sans avantage

ni désavantage, d'amener une fois pile. Avec un dé à six faces.le savait, il y a avantage il entreprendre (l'amener cin [»<>»»!

donné en 4 caups.. La proportion cst donc en défaut, et la peti-

tesse des nombres permet d'en apercevoiraisément la raison.

Lorsque le nombre des faces d'un dé s'accroît et lorsque l'on

augmente le nombre des tirages, le nombre total des cas possibles

et celui des cas qui contiennent un point donné ne croissent pro-

purtionuellemeutni au nombre des faces ni ù celui des coups.

On peut s'en assurer soit par l'examen des cas les plus simples,

soit par la recherche d'une formule. La première méthode était

seule accessible au chevalier de Mère. Pascal, eu voulant lui

expliquer l'autre, a aperçu son grand défaut il n'était pas géo-

VI. PiouIchk VIJJ. La probabilité d'un événement eut j>,

combien fiiul-il tenter tFipnm-es pour (fite lit probabilité de

Voit- t'Muemenl se produire, ait moins une fois rlr/nisse une

Supposons que, dans une urne, soient contenues m boules

blanclrcs et #i boules noires, m et n étunt telles que

il faut chercher combien de tirages doivent être tentés pour que

la probabilité d'amenerunc houle hlanchc soit plus grande que /•.

La boule sortie est remise dans l'urnc après chaque épreuve, de

telle sorte que la probabilité reste, chaque tirage, égale à

Le nombre des combinaisons possibles, sur épreuves, est



tu nombre de celles qui ne contiennent pas de boule* blanches

«*l -'
Le nombre (les combinai-sons contenant une boule blanche au

moins est

La probabilité demandée «*l donc

Le nombre !des épreuves il tenter pour que cette probabilité

soit égale ùrost donné par l'équation

d'où

Cette valeur de /> n'est pas, en général, un nombreentier. Pour

un nombre d'épreuves plus petit que /•, la probabilité de voir une
boule blanche sortir sera moindre que /; elle surpassera /• si le

nombre des épreuves est plus grand que /r.

Le chevalier de Méré se scandalisait de ne pas voit- k inverse-

ment proportionnel ù p.
Pourquoi, disait-il, pour j> = h n'esl-il pas six fois plus

grand que pour/>= -J-? Il

La formule (i) sert de réponse pour les géomètres; elle montre

que, pour de petites valeurs de p, la proportionnalitésupposée

par de Méré s'éloigne peu de la vérité.
On a, en effet,

Le nombre k des épreuves est donc, à très peu près, pour une

valeur donnée de /•, proportionnel pourvu que p soit très

petit.



On a, cn supposant tes logarithme»népériens, ce qui est permis

dans 1 formule (*)< dont cela ne change paà les rapports,

La formule (1) donne donc les théorèmes suivants

Si nn événement a pour
probabilité N étant assez grand pour

qu'on puisse négliger et prendre pour le logarithmenépé-

rien de i £> le nombre des épreuves qu'il faut tenter pour

acquérir les probabilités A, &, t^ de voir l'événe-

ment se produire au moins une lois est

On peut s'expliquersans calcul comment, avec le nombre des

épreuves, la probabilité s'accroît pour devenir rapidement une
quasi-certitude.

Le clievalier de Mère aurait accepté sans étonnement le premier

chiffre du Tableau. Il y u chance égale, il l'avait reconnu, pour

que sonnes, dont la probabilité est arrivc ou n'arrive pas en

coups, environ. ai est les de 3(i, comme o,GyN est, à peu près,

les de N.

La proportion n'est pas exacte, mais approchée.

Quand le nombre des épreuves est g.axV, on peut le partager



en i4 groupes, environ, deu,t»yN chacun.Celui qui a patrie pour

l'amyéediv^évéacntcnt une foi* a« moins es ç),»N coups est dans
le même cas que s'il était admis Il renouveler quatorzefois une
épreuve qui donne probabilitéégale pour gagner ou pourperdre.
Ne pas voir une seule fois l'arrivée de l'événement est, pour lui,
aussi peu vraisemblable que de perdre quatorzefois de suite ù pile

ou lace.

10. Phoiu.ëmb IX. Quelle est la probabilité pour fftt'en
tirant Il houles de suite dans une urne </ui eit contient u, mar-
quées s, %V, ;ji, ul remettant la houle sortie après chaque
tirage, k numéros désignés soient sortis au ntofns une fois?

Lorsque est égal i un seul numéro étant désigne, te nombre
des combinaisons qui le contiennentest

(:1)

Il faut, en cH'et, retrancher do nombre total des combinaison»,

a", le nombre dcs combinaisons(lui restent possibles quand le

numéros désigné est laissé en dehors.
Pour avoir le nombre des comLinaisons clui contiennent deux

numéros désignés, il faut retrancher de (>.) le nombre des combi-
naisons qui, lie contenantpas le second, contiennent le premier;

ce nombre est donne par la mtme formules, dans laquelle est
remplacé par u i

Le nomhre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs
lois deux numéros désignés est donc

<3.'

Pour avoir le nombre des combinaisonsqui contiennent trois

numérosdésignés, il faut, de (')), retrancherle nombre des com-
binaisonsqui, ne contenant pas le troisième,contiennentles deux

premiers. Ce nombre s'obtient en remplaçant dans (3) p. par
u i il est



Le nombredes combinaisonsqui contiennent une ou plusieurs

La méthode e*l générale. Le nombre des.(lui con-
tiennent numéros désignés est

En divisant ce nombre pur nombre des combinaisonspos-
sibles, on aura la probabilité demandée,

Si l'on suppose k u, <>n aura la probabilité pour que « tirages

lassent sortir tous les numéros

La suite conticnt x -p 1 termes.
Si n et >J. sont grands, uu a u|)pro\inialivcnicnt

Ces formules d'approximatiou sont applicables aux premiers

termes de (5); les autres sont négligeables,et l'on peut représen-

ter approximativement la probabilité pour que tous les numéro
soient sortis en Il tirages par

17. PnoBtÈMB X. L'ne urne contient u boulas mai?/ nées

t, 2, 3, jJi. Un les lire successivement, sans (en remettra
dans l'urne quand elles sont sorties. Quelle est la probabilité

pour que, parmik boules désignées, aucune ne sorte Ù an lanj.'
égalait numéro dont elle est marquée?



Le» combinaisons dans lesquelles une. boule désignée n'estpas

(li)

Le nombre île celles dans lesquelles deux boutes désignées ne
:font ni l'une ni l'autre leur rang s'obtiendra en retranchant (te

(G) le nombre de celles dans lesquelles, la seconde boule étant ai

son rang, ta première, dans l'arrangement des j*. - i autres,, ne

serait pas atl sien. Ce nombre s'obticnt en remplaçant dans (6)
IL par \x 1 5 ïf^es-t

Le nombre des combinaisonsdans lesquellesdeux boules dési-
gnées ne suut ni l'une ni l'autre à leur rang est, par conséquent,

<:>

Pour avoir le nombre des combinaisons dans lesquelles trois
boules désignées ne sont pas il leur rang, il fiait retrancher du
nombre (; ) le nombre des combinaisons dans lesquelles, la troi-
sième étant à son rang, les deux autres ne sont pas aux leurs dans
les >j. hontes restantes. Ce nombre s'obtient en remplaçant
dans (; [a par i il est

La différence avec est

La méthode est générale. Le nombre des combinaisonsdans les-

quelles A boules ne sont pas ù leur place est

La probabilité pour qu'aucune des boules désignées ne sorte
son rang est le quotient de (<j) par le nombre ;x des com-
binaisons possibles.



Eu supposant on obtient la probabilité pour ([tre, dans

le tirage de toutes los-WuIes,aiutunc ne sorte à sa» niiif; ellu est

Le nombre des termes dont la lot est évidente est celui des nu-
méros du l'urne augmenta dr un.

La séric (1 Il), si on la prolongeait itidi'-linimenl, rcpréseirtcrait

-• Si donc u n'est pas un très j>«lit nombre entier, Ici jirolwhiliU;

devient, (juel que soit le nombre des boules, très voisine de ->

La prubaLilité pour qu'un numéro au moins sorte ù son rang: c>i

oici, du reste, les valeurs, pour

On voit donc que, dès que u. est égal ou supérieur ci g, la dijjù-

rence entre py.ct n'atleinl pas un millionième.



Phoiilkmë XI. Pierre et soumis ù un scrutin
de (talfottiïge
h favorable* ci Paul; ut est plut grandque n, Pierre sera élu.
Quelle eut lu prubabiliti: pour que, pendant le. dépouillement

du scrutin, les bulletins sortent dans un.wdre let que Pierre
ne cesse [mis un seul instant d'avoir l'avantage?

Le nombre des combinaisons possibles est celui des arrange-
ments de in -r Il tettres, parmi lesquelles m semblablesentre elles

représentent le non du Pierrc ut les attires, semblablesaussi,

représentent le nom de lJaul.

Le nombre de ces iirrangenii'nts c»!

Cherchons lu nombre des arrangementsdans lesquels Paul, à un
certain moment, aura le mùnu: nombre de voix quePierre.

Parmi ces arrangements, il faut compter tous ceux clui com-
mencent par le nom de Paul. Leur nombre est celui des arrange-
ments de m Il lettres, parmi lesquelles ne semblables entre
elles représentent k- nom de Pierre, et les 11- autres celui de
Paul. Ce nombre est

ils forment la moitié, précisément, du nombre que nous cher.

chons.
Nous allous démontrer, nn effet, que tous tes dépouillements

commençant par le nom de Pierre, ut dans lesquels l'égalité des

suffrages se produit à un certain moment, correspondent un un,
d'une manière parfaitement déterminée, aux arrangements de

«-r-rt i lettres dont le nombre est représenté par la for-

mille (1 1).

Représentons par la lettre A les bulletins qui portent le nom de

Pierre et par B ceux qui portent le nom de Paul.

Considérons une combinaison commençant par A et dans la-



quelle, à ua certain moment, quand on appelle tous lei termes à
partir du premier, te nombre (tes B est égal à celui des A. Ârrè-
tons-nous dans cette dnumdratiua faite de gauche à droite la pre-
mière fois que cette égalité se. produit. Enlevons le groupe déjà
appelé, (runs{>ortoii3-lt*ùlu fin do la combinaison,après avoir en-
levé le Il qui le termine nécessairement. Nous formerons la com-
binaison de ne +- Il i lettres, conjuguée de ccllc qui; nous avons
choisie.

.or exemple, la combinaison

AA11BABAB,

qui contient quatre A et (juitlre Il, donnera

.VIIAliAAB.

qui con lient quatre A et trois l3.

La combinaison Je m -n i leltres, déduite, comme nous l'avons
dit, de l'une des combinaisons commençant par A dont nous vou-
Ions faire le compte, permet, quand elle-même est donnée, de
retrouver celle dont on l'a déduite. Il suffit d'y appeler les lettres

en commençantpar la droite jusqu'au moment, qui ne peut man-
quer de se produire, puisque les A. sont en majorité,où le nombre
des A surpassera d'une unité celui des B. On enlèvera alors le

groupe ainsi défini pour en faire le commencement de lac combi-
naison, en le transportant à la gauche après l'avoir séparé des
termes non transportés, qui gardent leur ordre, par la lettre Il
ajoutée à la fiu.

Le nombre total des dépouillementsdans lesquels le nombre des
lettres I3, à un certain moment, atteint l'égalité est donc

En le divisant par le nombre total des arrangements distincts

le quotient.

('»>



est Improbabilité pour que Pierre, pendant la durée du scrutin,
perde, âjun {'avanlage.
La probabilitépour que Pierre garde toujours t'avantageest

(lî)

Cette ingénieuse démonstration est duc NI. André.

19. I'hobj.kmkXII. Urre urne contient ix boules numérotées
t, 'V-'i,

•••>
Quelle est la probabilitépouf que, dans n

tirages, la somme des numéros sortis soit égale el A?

On suppose qu'après choque tirage la boule sortie soit remise
dans l'urne.

Le nombre des combinaisons possibles est • puisque chacun
tics numéros peut sortir à chacun des Il tirages.

Le nombre des cas favorables il l'événement demandé est le
nombre des manières de former une somme égale il /.• avec Il
nombres inférieurs il y. +- Cette sommeest, évidemment,le coef-
licient de l&dans le développement de

(1)

ordonné suivant les puissances de 1. Par quelque voie que l'on
effectue ce développement, les coefficicnts des puissances de t
feront connaître les numérateursdes diverses probabilités dont le
dénominateur commun est ;x".

Les développement!!du deuxième et du troisième facteur se
feront par la formule du binôme.

Le troisième donnera un développement illimité} mais la multi-
plication fera disparaître tous les termes dans lesquels l'exposant
est négatif.



Le Tableau suivant a été forme par cette méthode.On y a inscrit
en regard «le chaque somme demandée, et pour un nombre "de""
tirages inférieur à huit, l<> nombre des combinaisons qui la pr«>-

diligent en supposantu~ (>.
Les tirage» peuvent être remptaeés par iles dés, en nombre

égale à Il, que l'on julte à la fois sur le lapis. La sommedes points est
inscrite dans la première colonne verticale, le nombre des dés eu
têle de chaque autre colonne, et le nombre des combinaisons sur
ta colonne! horizontalecommençantpar la somme demandée,



20. Problème XfIL Combien fmh-it jeterittff oh trois dès

potti-: avoir la probubiUié p. (L'amener une foà nu moins le
point iù?

La probabilités d'amener i5 en jetant trois. dés est, d'apras le
Tableau précédent,

La probabilité d'umcner i5 une fois au moins cn Il coups est

Le nombre Il est donc donnépar l'équation

En jetant quinze fois les trois dés, la probabilité d'amener
i5 est plus grande que elle est plus grande que en les jetant
trente fois et que en les jetant quarante-neuf fois.

21. Le jeu du passe-dix, autrefois fort en vogue, donnait aux
deux adversaires chance égale de gagner.

Pierre jetait trois des et gagnait si la somme des points sur-
passait io; il perdait dans le cas contraire.

Le Tableau montre que, dans le cas de trois clés, les points su-
périeurs sont précisémenten même nombre que les points non
supérieurs a io} Il a autant de cliances que 10, 12 que y, i3
que 8, etc.

La même symétrie se rencontre pour les points obtenus avec
cinq ou sept dés. Avec quatre, six ou huit, il existe un maximum
pour lequel il n'y a pas de point conjugué.

La raison en est simple. Sur un dé, le point fi et le point t sont
sur des faces opposées, le point est opposé à a et if Si donc
on jette sur une table Il + dés, la somme des points marqués



par les faces posées sur là TiiWo, ajoutée à celle des 'points1 raar-

sera;
grande que 5 n

3, l'autre sers» nu plus égale à ta Celui qui

parierait d'amenerun point supérieur Il n 3 a donc pour lui la

moitiédes chances; lorsque a /H- 1 sa 3, est égal 1 et 7 il

est égal à 10. Si l'on jouait avec cinq dés, il faudrait au passe-dix,

pour laisser les chances égales, substituer le passe-dix sept.

C'est pour cette raison que les derniers chiffres du Tahleau ont

été supprimés. Veut-on savoir, par exemple, le nombre des ma-

nières d'amener M avec R dés. Ce nombre est le même pour
28 4- 16 et pour a8– ou la: a est donc 3îo.



CHAPITRE il$
PROBABILITES TOTALES ET PROBABILITÉS COMPOSÉES.

Cil des points lui ,,lu, important, de la théoriede,
prulmUlllts et celui qui prèle le plu, a» Illutlommlmanie» Jum lot probabilité,aufuraUnlon itioii-
mwul par leurs toinWnolioni uutuallti.

Les soliiiions de problèmes isolés ne fu.it pas une théorie. Théorèmedes ifluMul.14, totales. Prutablllié. composées. 25. Cas où le premieremcaK.1 .Hue sur la probabilité du «eond. u, tWurtmc* ne sontdemonlRsqucdans les ces pour lesquels I» probuWliié est définie; on complèteles d,:fimuons. Les théorème» deviennent ?,;nêrauX. Erreur commisedans la Iheone du tir à la cible. M. Kmm commm dans la théorie de.£*• *J: E're'lr™«»nisc dans rappridatlo. des pronostics sur le temps.JO. I roblcmo relatif aux tirages faits dans une urne. Fausseté d'un raisonne-
ment en apparence très plausible. 31. Probabilité du brelan au jeu de h.bouillotte. 3?. Avantage du bn»<luicr au jeu de trente-et-quarante.btudes sur le jeu du baccarat. 3i. Pniblème de la poule.

La solution des problèmes précédents n'a pas exigé de
principes nouveaux. Le compte des cas favorables rapproché de
celui des cas possibles appartient à la théorie des comhinaisons.
L'ingénieux et bizarre Cardan, bon géomètre et grand ami des
dés, connaissait pour chaque coup le nombre exact des chances;
il l'a publié sans dcvcnir, pour cela, l'inventeur de la science du
hasard.

Une science doit encliainer les cas simples aux cas composés
et reposer sur des principes. Ceux du Calcul des probabilitéssont
aussi simlllcs que féconds.



Deux théorèmes fondamentaux rencontrent des applications

chaque page pour ainsi dire de là théorie des cliaricc*. Nous les"

démontreronsd'abord dans les cas où la probabilité a été définie.

L'étude des autres cas ne peut précéder, évidemment, la définition

du sens exact attaché aux mon qui y figurent.

23. Probabilités totales. La probabilité d'un événement

étant, par définition, le rapport du nombre des cas favorables

celui des cas possibles, si l'on partage les cas favorables en

plusieursgroupes, la probabilitéde l 'événement sera la somme
des probabilités pour qu'il appartienneà chacun des groupes.
On ajoute en effet les fractions dc même dénominateur en ajou-

tant les numérateurs.-
La probabilité d'amener avec trois dés une somme de points

supérieure à i.\ est la somme des probabilités pour obtenir il),

17 ou
Le choix des groupes est arbitraire, soiis lu seule conditiuu,

bien entendu, d'y enfermer tous les cas possibles sans qu'aucun

s'y rencontre deux fois.

Si, par exemple, pour calculer la probabilité d'amener sonnes
une fois ati moins en ao coups, on faisait la somme des proha-

bilités calculées pour chaque coup, on appliquerait mal le prin-
cipe. Le sonnes obtenu à un coup n'empêche pas celui du coup
suivant, on compterait vingt fois, de cette manière, la série de

coups dans laquellesonnez arrive vingt fois.

La probabilité d'amener avec deux des le point '> ou le point
n'est pas la somme de la probabilité pour amener 3 et de celle

pour amener On peut, en effet, les amener tous deux; et le

point 3 et 4, compté une première fois comme contenant :1, ne
doit pas l'être une secondecomme contenant

24. Probabilitéscomposées. Un événement composé est du_

fini par le concours de plusieurs événements simplesque le hasard

doit amenersuccessivementou simultanément. Le nombre N des

cas possibles, lorsque les événementssimples sont indépendants,

est le produit lit {xa u.* des nombres de cas possibles dans cliu-



eun d'eux, chaque cas tt<r l'uni des groupés pouvant s'associer avec
tous les cas des autre» sroiipes. Le nombre des cas favorables a«
contours des événements simples dont la réunion- forme l'événe-
ment composeest. par une raison semblable, le produit des nom.
brcs de cas /«,, m-j, mk favorables à l'arrivée de chacun
d'eux.

La probabilitéde l'événementcomposé est donc

c'est le produit des probabilités des événements simples.

2îi, Gu probabilités d'un événement composé est le produit
fies probabilitésdes événement h simples dontil exige la réunion.
Un ciis doit être prévu, c'est celui où la probabilitédu second événe-
mcntest influencée par la manière dont se produit le premier. Si,
par exemple· une urne contient deux boules blanches et deux
boules noires, quelle est la probabilité, en tirant deux boules de
suite sans les remettre dans l'urne, pour obtenir les deux boules
blanches? La probabilité d'en obtenir une au premier tirage cst£;
mais au second, elle est douteuse égale à § si le premier tirage a
enlevé une boule noire, elle serai seulement si la boule disparue est
blanche. Quelle est celle de ces deux fractions qui doit servir de
multiplicateur?C'est la seconde, évidemment. Dans le premier des
deux cas supposés, l'événement demandé est devenu impossible.
Peu importe la probabilité des épreuves qui viennent ensuite.

La probabilité d'un événement composé est le produit de la
probabilité du premier événement par la probabilité qu'acquiert
le second quand on sait que le premier est arrivé.

On a souvent commis des erreurs graves en oubliant les der-
niers mots de cet énonci.

26. Les deux théorèmes précédents sont et doivent être incom-
plètement démontrés. La probabilité, en effet, n'a été définie que
pour une classe très restreinte d'événements. Il en existe d'autres,



incertains comme eux. dans lesquels rémunération des cas ne

peut rien apprendre. Les principes leur sonl-iU applicables?

Sont-ils dès à présent démontrées pour eux?

Les principes sont applicables.

lis ne sont pas encore démontrés. Comment teLes
probabilité dont ils donnent la mesure n'ont pas même été dé-

finies.
Quelle est la probabilité pour que la Seine soit gelée Paris

dans le courant de l'année M)q5?

Pour qu'un médecin appelé près d'un malade sache découvrir

la nature, la cause et le remède du mal?

Pour qu'un homme âgé de quarante ans, aujourd'hui bien por-

tant, atteigne l'âge de soixanteans'?

Il faut compléter la définition tous ces cas lui échappent.

La probabilitéd'un événement, quelle qu'en soit la nature, est

dite égale à une fraction donnée p, lorsquecelui qui attend l'évé-

nement pourraitéchanger indifféremment les craintesou les espé-

rances, les avantages ou les inconvénients attachés il l'arrivée de

cet événement contre les conséquences supposées identiques de la

sortie d'une houle puisée dans une urne dont la composition fait

naitre une probabilité égalc

Comment, dans des cas tels que ceux qu'on a cités, justifier

une telle assimilation? Ce n'est pas en ce moment la question. Si

l'assimilation est impossible, on ne la fera pas. Si on la fait, il

faudra la justifier.
La définition, dans les deux cas, reste irréprochable.

Lorsque l'assimilation sera faite et justifiée, on en acceptera les

conséquences.
On aura le droit de dire, par exemple

Si, après avoir appelé un médecin, on évalue it la probabilité

pour qu'il vienne et il { la probabilité pour qu'il procure,s'il vient,

la guérison du malade; sans discuter ces chiffres, celui qui les

admet peut ajouter La probabilité pour que le malade soit visité

et guéri par le médecin est,pour moi,



Celui qui accepte, en eflet, les probabilités et est, par -cléH-
nition, <lans le inéme doute que si, eu présence de dix urnes în-
disconmbles dont neuf renferment une boule hlunelte et deux
boules noires, il cherchait la probabilité pour mettre la main sur
l'une des neuf urnes dont la composition est connue et en tirer
une boule blanche. L'identité des deux problèmes est admise; clle
fait partie de l'énoncé. Si on allègue l'impossibilitéde mesurer en
chiffres les probabilitésdont nous parlons, l'objection serait aussi
peu fondée que si, évaluant la longueur d'un champ d'apparence
rectangulaire u 3OO1" et la largeur à ioom, on contestait le droit
d'ajouter, indépendamment de toute vérification, ces mesures, si
douteusesqu'elles soient, et ces appréciations assignentau champ
une surface de trois hectares.

La règle des probabilités totales et celle des probabilités
composées s'appliqueront toutes les combinaisons dé probabi-
lités simples supposées évaluées en nombres. L'évaluation sera
lllus ou moins judicieuse, plus ou moins justifiée, les conséquences
vaudront ce qu'elle vaut elle-même, mais sans introduire aucun
doute nouveau.

Les précautionsprescritesdans l'application des deux principes
sont indispensables, bien entendu, quand on les transporte aux
cas nouveaux.

Il ne faudrait pas dire, par exemple
La probabilité pour que la Seine soit gelée à Paris en lyo.) est

la somme des probabilités pour qu'elle soit gelée pendant chacun
des mois qui composent l'année.

Elle peut geler, en effet, en plusieurs mois différents, et (23)
l'applicationdu principe des probabilités totales n'est pas permise.

Si l'on a évalué la probabilité pour qu'il gèle demain celle
pourqu'il tombe de la neige la probabilité pour voir à la fois
de la glace et de la neige n'est pas La gelée en effet, si elle se
présente, change la probabilitéde la neige,

Nous citerons trois exemples intéressantes d'erreurs commises
par l'oubli de ces conditionsnécessairesdans l'énoncé des prin-
cipes.



27. htaoLkaiK XVI.. Oit tire la cible. L'arme-, sans être

parfaite, ne présente aucun définit systématique;..(et-Jévia*.

lions ont en tous sens même probabilité. L'hypotltèseest-elle

réalisable? On- lu .suppose.
Quelle est la probabilité pour que le point frappésoit ci une

distance du bill comprise entré r et r -+ dr'?

Les données sont insuffisantes, cela semble évident. On a résolu

cependant le problème par une fausse applicationdes principes.

Rapportions le point où frappe la balledeux axes de coordon-

nées avant pour origine le centre de la cible, c'est-à-dire le point

que l'on veut atteindre. Soient f(x)dj; la probabilité inconnue

pour que l'abscisse du point frappé tombe entre x et x dx,

i(v)dv la probabilité pour que l'ordonnée tombe entre y et

»• -h La probabilitépour que la lulle frappe le rectangle ds tly,

dont les coordonnéessont jr et r, est, d'après le principe des pro-
babilités composées.

Cette probabilités, d'après notre hypothèse, ne doit dépendre

que de la distance du point frappé il l'origine, et l'on doit avoir

Cette équation suflit pour déterminer la fonction ». On eu clé-

duit, en prenant les dérivées successivement par rapport à j-

et a y,

La fraction -5-i^J. est par conséquentconstante, et l'on en con-

ctut que la fonction ?(x), qui doit s'annuler quand x est infini,

est de la forme

Ce résultat, fortremarquable, n'est pas, malheureusement, accep-

table.
La connaissance de la valeur de x changerait, en effet, la proba-

bilité de celle Je y et le facteur par lequel il faudrait multiplier



'f(j;)Ujif pour. obtenir la probabilité ci'tnr écart n dans un sens,
associéun écarts dans l'autre, serait une fonction inconnue de
x etletrès dillcreiilepeut-être«le »( >').

La déviation de la balle dépend, en effet, du soin plus ou moins
grand et plus ou moins habile avec lequel le coup a été préparé.
Si l'on a réussi sous un certain point de vue, il y a plus de chances
pour que lc cuul suit Loti et que tous les écarts soient petits en
même temps. l.a démonstrationprécédente ne tient aucun compte
de cette remurquc; les probabilité* y sont traitées comme indépen-
dantes.

2S. Un physicien justement célèbre, llaxwell, a proposé dans
l'élude des gaz un raisonnementdont l'illusion est semblable.

Les molécules d'un guy, suivant une théorie que nous n'avons
pas à discuter, se meuvent en tous sens avec de grandes vitesses.
Les directions sont réglées par le hasard aussi bien que les vitesses,
mais toutes les vitesses ne sont pas également probables; la
vitesse rnaxima et lu vitesse moyenne varient avec la température.
C'est la probabilité pour qu'une molécule ait une vitesse donnée
qu'on espère découvrir, sans introduire d'autres conditions.

Soit o{x) la probabilité pour que lu composante parallèle à
l'axe des X de la vitesse d'une molécule prise au hasard soit x. La
probabilitépour que les trois composantes soient .r, parallèle-
ment aux trois axes sera, d'après le théorème des probabilités
composées, proportionnelleà

Mais la probabilité pour qu'une molécule ait une vitesse donnée,
sans que l'on indique dans quel sens, doit être une fonction de
cette vitesse, puisque toutes le, directions sont supposéeségale-
ment possibles,. On doit donc avoir

et cette condition suffit pourdéterminer la forme de la fonction a.
On eu déduit, comme (27),



La démonstration, n'est pas acceptable. Le principe des proba-
bilités composées n'a Si la compo-

santé de la vitesse d'une moléculeparallèlement t'axe de:: X est et,
la valeurde^r supposée connue influe sur la probabilitépour que lu

vitessecomposée paiallùleincull'axe des V soil r. Si,par exemple,

,r est égal à la vitesse maxima, le mouvement ext certainement di-
rigé parallèlementil l'axe des X, clin probabilité dey est nulle.

La conclusion obtenue, indépendammentdes objections que la

théorie peut faire naître, lie mérite donc aucune confiance.

On pourrait multiplier les exemples; nous en citerons un
troisième

Un météorologiste anuuuce chaque soir le temps qu'il fera le

lendemain. La probabilité pour qu'il pronostique juste est suppo-
sée égale p.

Un second observateur fait, de son côté, des prédictions dont
l'exactitude u pour probabilité/

Les deux observateurs s'ucccordciit pour prédire qu'il pleuvra

demain. Quelle est la probabilité pour qu'ils se trompent tous tes

deux?
La probabilité pour (pic le premierse trompe est i p.
La probabilité pour que le second se trompe est i

La probabilité pour qu'ils se trompent tous les deux est une
probabilité composée, mais clle n'est pas mesurée par le produit
(i _)(, _,y>.

La probabilité composée est le produit de (i /)) par la proba-

bilité pour que le second observateur se trompe, quand ou sait

que le premier a l'ail un faux pronostic.
Les données du problème laissent cette probabilité complète-

ment inconnue.
Si tes deux observateurs ont reçu tes mêmes leçons, s'ils ont

adopté tes mômes principes, en présence clés mêmes laits ils por-
teront le même jugement. Si l'un se trompe, l'autre se trompera
aussi; le second facteur du produit sera l'unité. L'accord certain

des deux prédictions ne diminue pas la chance d'erreur.



Si les deox méthodes sont différentes, les conclusions pourrontl^9^».*??? Pt"l«r cela devenir indépendantes. Certains svm-
plùmes sont nécessairement appréciés de la même manière, et leur
nombre inconnu laisse le problème insoluble.

:Si l'un des metéi-éologistcs annonce qu'il pleuvra, l'autre qu'il
ne pleuvra pas, la probabilité pour qu'ils disent juste tous deux
n'est pas pp' elle est nulle.

hiouLÈMB XVI. Une urne coudent trois boules mar-
quées \,Act .1. On en tire deux successivement, en remettant
<lans l'urne, aprèste premier tirage, la boule (fui en est sortie.

Quelle est la prohabilité pour que la plus grand numéro

l'our que < soit le hlus grand des numéros sortis, il faut «uc 3

ne se soit pas montré et que l'on n'ait pas tiré deux fois le n" i
Pour qu'à l'une des épreuves 3 ne sorte pas, la probabilité estf.

Pour qu'il ne sorte ni au premier ni au second tirage, clle est £.
Pour que i sorte deux fois, la probabilité est £ est par consé-
quent la probabilité pour qu'il ne sorte pas à l'un et l'autre ti-
rage.

L'événement demandé semble donc composé de deux autres
dont les probabilités sont et il ne faut pas cependant faire le
produit de ces deux fractions. Il faut multiplier par la pro-
babilité pour que 1 ne sorte pas deux fois, lorsque l'on sait que 3
n'est pas sorti. Cette probabilité est i le numéro 3 étant écarté,
il n'eu reste en effet que deux. La prohabilité pour que sorte
est pour qu'il sorte deux fois }, et pour qu'il ne sorte pas deux
fois, par conséquent, elle est

La probabilité demandée est

On aurait pu dire l'our rlue le plus grand des numéros sortis
soit -a, il faut que •>. soit sorti et que 3 ne le soit pas.

La probabilité de n'amener :i à aucune des deux épreuves est
celle de l'amener une fois au moins est, par conséquent, |,



La probabilitédoit «Sire multipliée par la probabilité tic ne pas

Si a est sorti au premier tirage, ta probabilité de ne pas amcnar
3 au second est

Si a est sorli au second tirage, la probabilité de ne pas avoir
amené 3 au premier est Acceptons donc cette probabilitéqui
convient aux deux cas, nous trouverons pour la probabilité de.
mandée

Le désaccord avec le résultatprécédentest un avertissement. Il
n'était pas permis, comme nous l'avons fuit, de partager la sortie
supposée de 2 en deux cas distincts et de supposersuccessivement
/ sorti à la première ou à la seconde éprcuve. II a pu sortir
toutes deux; noire calcul fait entrer deux fois en compte le cas où
les deux tirages auraient, l'un et l'autre, amené lc point -a.

'M. l'ttoBLKMEXVII. Probabilité rles brelans au Jeu du la
bouillotte.

La bouillotte se joue avec vingt cartes. On enlève d'un jeu de
trente-deux cartes les sept, les valets et les dix.

Chacun des quatre joueurs reçoit trois cartes. Ou retourne la
treizième.

Un joueur a brelan lorsque ses trois cartes sont de même es-
pèce, trois rois, trois as, etc. Il a brelan carré lorsque toutes huis
sont de même espèce que la retourne.

Soit pi la probabilité pour que i joueurs désignés aient des
brelans. On déduit du théorème des probabilitéscomposées



On peut avoir brelan on effet quelle que soit la première

carte » ta probabilité pàue avoir une première carlo est |j, celle

pour que tadeuxièmesoit de môme espèce que ta première est

et pour que la troisièmesoit de même espèce que les deux autres

la probabilité est
Cette probabilité li, calculée pour un premier joueur à qui

l'on donnerait trois caries, sans s'occuper des autres, convient à

l'un quelconque des trois, car la manière de distribuer les cartes
est indifférente.

Lorsqu'un premier joueur a brelan, la probabilité pour qu'un

second l'ait aussi est changée. Il faut d'abord que Iri première

carte rende le brelan possible. La probabilité est $, car elle ne
doit pas être celle qui complète le brelan déjà ibit; pour que la

deuxième carte soit pareille à la première, la probabilité est

et pour que la troisième soit pareille aux deux autres elle est f*j.

On en conclut

les autres formules se démontrent de la même manière.

pis />d />a> p,, sont des probabilités totales. Si l'on représente

par mjla probabilité pour que i joueurs désignés aient des bre-

lans et qu'ils soient seuls à en avoir, on aura les relations

(<>

II est clair, en effet, que la probabilité pour qu'un joueur ait

brelan se compose de la probabilité m, pour qu'il l'ait seul, de la

probabilité 3ras pour qu'il l'ait en même temps que l'un ou l'autre

de ses adversaires, de la probabilité 3bj3 pour qu'il l'ait avec deux

d'entre eux, ce qui fait trois cas, et de la probabilité w4 pour

que les quatre joueurs aient brelan.
On déduit des équations (1)



et, par conséquent,

R/ étant la probabilité d'avoir brelan pour le joueur de rang i
quand les précédentsn'en ont pas.

On a évidemment

La probabilité pour que le quatrième joueur ait brelan, les
autres ne l'ayant pas, ne diffère pas en effet de w,.

R,, probabilité pour que le troisième joueur ait brelan, les
deux premiers ne l'avant pas, est une probabilité totale. 11 peut
avoir brelan tout seul, la probabilité est w,; ou l'avoir en mcme
temps que le quatrième joueur, la probabilité est Ws. Les autres
formules se justifient par des raisons semblables.

On en conclut

32. Problème XVIII. Quelle est ht probabilité de lu
chancefavorable réservéeau banquier dans le jeu de trente
et quarante?

Le jeu de trente et quarante se joue avec un grand nombre de
cartes, réunion de divers jeux comhlets mêlés en un seul, bien
entendu.



On abat une à une assez de caries pour obtenir une somme de
points supérieure à 3o, les figures élimt comptées pour le et les-

mitres cartes pour le nombre des points qui .s'y trouvent inanjués.
Une secondeépreuve suit la première.
Le hasard donne ainsi deux sommes toutes deux plus grandes

que .'io et égales au plus ù /Jo.

Le joueur parie pour celle des deux somines qu'il choisit et
gagne si elle est plus grande que l'autre.

Si les soin mes sont égales, le coup, est nul. Un seul cas.est er-
cepti', celui où l'on a deux fois .'il

Ce refait de 3i est le seul avantage réservé au banquier; il

a droit, dans ce cas, à la moitié des mises,

Nous supposerons le nombre des cartes assez grand pour que,
pendant les deux premiers tirages, on puisse négliger l'îolluencc
des caries sorties sur les probabilités des divers points. S'il y a
huit jeux, par exemple, et par conséquent trente-deux sept, la

sortie d'un sept dimiuuc In probabilité d'en voir sortir un second.
Il serait difficile de dire quelles sont les cartes dont la sortie ac-
croît ou diminue lit probabilité du refait de 3i. Nous négligerons

cette très petite influence.
Soit P,, la probabilité pour que, en abattant successivement les

cartes, la somme prenne un certain moment la Valeur il.
La somme i ne peut se produire qu'au premier coup, si l'on

abat un as. La probabilité pour cela est on Il

La somme peut se produire de deux manières au premier

coup; us au premier, as au second. On a

La somme 3 peut se produire de trois manières 3 au premier

coup; passer par la somme obtenue en une ou en deux fois et la

l'iirc suivre d'un as; commencer par un as, puis amener uu 2.



On en déduit

On a, en général, tant que n est inférieur i

On trouve ainsi

A partir du point io, les conditions changent; quatre cartes
différentes, en effet, les dix et les trois figures, peuvent amener
dix points. On a

Au-dessus de n = la formule évidente



La probahiljtc* d'obtenirSi étant Par, celle de l'obtenir deux fois
est

Poisson, dans un Mémoire de lecture difficile, a trouvé, pour
valeur approchée de la probabilité du refait de 3o,

o, a- 1967.

U tient compte de l'influence des cartes déjà passées sur la pro-
babilité de celles qui suivent et suppose huit jeux réunis. L'in-
fluence est petite, on !e voit par la concordancedu résultat exact
du calcul fait en supposant le nombre des jeux infini avec le ré-
sultat approché de l'autre.

Il ne faut pas croire que l'influence augmente lorsque, le jeu
continuant, les cartes deviennent moins nombreuses. Il s'agit,

en effet, de calculer V avantagedu banquier et non son bénéfice,
variable avec le hasard des coups. Le calcul doit être fait avant
que la première carte soit abattue; si l'on doit, avant d'épuiser les
huit jeux, faire clinquante tailles, les probabilitésde la cinquan-
taine sont, ;i ce moment, identiquement tes mêmes que celles de

la première.

Les cartes sorties n'auraient d'influence que si un joueur avait
assez de mémoire pour se les rappeler toutes, et assez d'habileté

pour calculer en quelques secondes leur influence sur la proba-
bilité d'un refait. I.c nrérite serait grand, l'avantage bien petit.

33. ProblkmkXIY. Est-il avantageuxpour le ponte ou
pour le banquier de demander Une carte au jeu dit baccarat
quand il a le point 5?

L'élude mathématiquedu jeu de baccarat est compliquéepar la
nécessité d'énumérer les cas, toujoursnombreux, en faisant pour
chacun un petit calcul.

Le ponte reçoit deux cartes, le banquier en prend deux. Le
ponte a droit cle demander une carte qui s'adjoint aux deux pre-
mières, on de s'y tenir en gardant son jeu.



Le banquier a tes mûmes droits, mais il a t'avantage, avant de
prendre sadécision, de savoir sï l'adversaire

Il demandé une carte

et de connaître celle qu'il a reçue.
Chaque carte vaut, comme au trente et quarante, le nombre

des points marqués sur elle, Les figure» valent 10. Le gagnant est
celui qui a le point le pins fort, les chiffres des dizaines ne comp-
tant dans aucun cas: Il vaut i; i% vaut a; a3, si l'on a trois
cartes, vaut 3.

Le jeu se termine immédiatement si l'un des joueurs reçoit,
quand on donne les cartes, l'un dos points 8 ou (>» II abat et
gagne si l'adversaire n'a pas un point meilleur. Dansce cas, il n'est

pas donné de cartes nouvelles.

Tous les points, û l'exception de ro (ou zéro) ont même pro-
habilité quand on donne les cartes la probabilité de est
j^ss o, i4;j), celle de chacun des autres o,oy46;. La dé-
monstration ne présente aucune difficulté.

Quand un joueur demande une cartc, quel que soit le point
qu'il ait, il a probabilité de le conserver en recevant un dix. et
probabilité – de le changer pour un quelconque des autres
points, qui deviennent tous également probables.

Nous traiterons une seule question.
Lorsque le ponte a reçu le point 5, est-il avantageux pour lui de

demander une carte?
Il faut résoudre quatre problèmes
Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle est pour

lui la probabilité de gagner et quelle est celle de l'aire coup nul,
lorsque le banquier, ignorant qu'il u le point 5, sait qu'il a l'habi-
tude, quand il :) ce point, de ne pas demanderde carte?

Le ponte ayant et ne demandant pas de carte, yuelles sont
pour lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque
le banquier, ignorant qu'il a le point 5, croit qu'il a l'habitude,
quand il a ce point, de demander une carte?

Le ponte ayant 5 et demandant une carte, quelles sont pour
lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque le
banquier connaît son habitude de demander une carte dans



cette circonstance ou lorsqu'il croit savoir qu'il n'en demande

Résolvons le premier problème.
Le ponte a 5. Le banquier l'ignore. En le voyant s'y tenir, il ap-

prend qu'il a ."), 6 ou -.Ces trois cas ontchacun pour probabilité |.
Huit suppositionspeuvent être faites le banquier peut avoir o, s,

•«, 4, 5, G ou Les probabilités des huit hypothèses étaient

fiv pour le point o et $ pour les autres, au momentoù les eartés

oui été données.. Mais ou u'ti pas abattu tes points 8 et 9 ne sont
plus possibles. Les probabilitésdeviennent

Que fera le banquier? S'il a «, 1, •> 3, il prendra une carte.
Il pourra hésiter s'il a j ou fi, et il faut résoudre cette question

incidente Dans les circonstances supposées, c'est-à-dire le ponte
s'y étant tenu et ayant l'habitude de ne pas tirer 5, le banquier

doit-il tirer à G? doit-il tirer à

Nous ferons le calcul pour le cas où le banquier a le point 6;
il se compose de deux autres

Quelle est la probabilité de gagner pour le banquier qui,

ayant G, demande une carte dans les conditions supposées?

Quelle est la probabilités'il ne demande pas de carte?

Si le banquier ne tire pas ayant 6, il a probabilité de perdre le

ponte ayant de gagner le ponte ayant 5, de faire coup nul.

Si le banquier, ayant 6, demande une carte, il acquiert la pro-
babilité d'avoir chacun des neuf points autres que 6 et x d'a-

voir celui-là.
La probahilité de perdre contre l'adversaire dont le point est
fi oudoit s'évaluer par l'énumération des cas

Il a la probabilité fa de perdre avec les poinls <>, r, t\\

Itl probahilité -i- pour avoir, avec le point probabilitéde
faire coup nul et de perdre; la probabilité pour avoir, avec le



point G, probabilitéde gagner,de faire coup nul etde perdre

probabilité1 pouf àcquÊrir, avec le point 7, probabilitéde ga-
gner, 3 de faire coup nul; probabilitéf^ enfin, de gagner avec le

point 8 ou avec le point y.
La probabilité de gagner est, d'après cette énuriiéralbn,

La probabilitésde gagnerétait elle devient elle a diminue.
Celle de faire coup nul a également diminué; le banquier, dans

les conditions supposée», ne doit pas tirer à G.

Un calcul fondé sur les mêmes principes et tout aussi facile

montre que, dans les conditions supposées, le banquier doit
tirer à 5.

Sans énumércrlcs cas possibles, qui deviennentplus nombreux
quand le ponte a reçu une carte supposée connue, nous nous
bornerons à donner les résultats.

Le ponte se tient à 5, le banquier sachant qu'il a cette habi-
t ude.

Le sort du ponte qui a 5 est le suivant

Probabilitérit:

de filin1 coup nul.

Il du penliv o)/,(iy.jo<>

Le ponte qui a 5 demande nue carte, le banquier sait que telle

est son habitude.
Le sort du ponte qui a est le suivant

il(! o,
u de faire coup nul. o, 1201/S

i>
Il.. periln* i1j;i7



Tels sont les résultais du calcul lorsque le ponte ne. cherche
pas à 'romper le banquier sur ses habitudes.

Si le ponte rlui a 5 s'y tient, faisant croire au banquier qu'il a
l'habitude de demander des curtes, le sort est le suivant

Probabilité de gagner o,48g6rj

Q de faire coup nul.

u de perdre. o,4(>4"7

Si le ponte, ayant 5, demande une carte en faisant croire au
banquierqu'il a l'habitude de s'y tenir, son sort est le suivant

Probabilité tic gagner o, {471 iî
» de foire coup nul. o, iïG.'iM

a du p«rdr<: o, jïG j'i'i

L'étude n'est pas complcte. Si le banquier ignorece que fait le

ponte quand il a 5, doit-il tirer à G? Quelle est, dans cette indé-
cision, la chance du ponte qui a 5?

Il est impossible de la calculer elle dépend de la chancequ'il

y a, quand il aura pris son parti, pour que le banquier se trompe
ou devine juste en se demandant ce qu'il fait quand il a 5.

En résumé, le ponte doit-il se tenir à doit-il tirer?
Si, sans jouer au plus lin, dès le début de la partie, il déclare

franchement ses habitudes, il doit tirer à 5.

Si les conventions du jeu permettent la ruse, il doit se tenir à
5, en faisant croire au banquier, s'il le peut, qu'il a l'habitude de
tirer.

3-i. Phoblèmk XX. n + 1 joueurs A, AH+i jouent aux
conditionssuivantes At et At jouent une première partie; A*

remplace htperdant A», AJf luttant successivement contre
le perdant de lu partie précédente. La poule continue ainsi
jusqu'à ce qu'un joueur ait gagné successivement tous les

autres, et par conséquent n parties cle suite. Quelle est la pro-
babilité pour que la partie se termine un coup de rang jc"t



Le joueur qui gagne la poule au coup de rang ;c est entré au
jeu au coup dé "rang #•+• i H à gagriôce coup et -les ri~i
suivants. On peut partager cette hypothèse en « 1 autres, en
distinguant les cas d'après le nombre des parties gagnées par l'ad-
versaire du joueur dont nous parlons au moment où celui-ci est
entré au jeu.

Soit pi la probabilité pour que ce premier adversaire ait gagné

une seule partie, la probabilité pour que cette hypothèse se pré-
sente et fasse gagner la poule au coup de rang x est

Car, si la partie se termine au coup de rang x i, le joueur
qui la gagne avait une partie gagnée déjà au coup de rang
x ia + i, et il en a ensuite gagné n i sans interruption.

La probabilitépour que la poule se termine au coup de rang.?,
le joueur qui la gagne ayant rencontre d'abord un adversaire qui
n'avait gagné qu'une seule partie, est, d'après cela,

Soit p3 la probabilité pour que le gagnant de la poule au coup
de rang x ait eu pour premier adversaire un joucur ayant gagné
deux parties déjà, le terme correspondantde la valeur de rx sera

est le second terme de ta valeur do yx-



Le raisonnement successivement appliqué à chacun des cas don-
nera

<

On a, évidemment,

L'équation (1), à l'aide <tè ces Sonnées initiales, fera

pour x = n 1 et pour les valeurs suivantes.

35. Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, l'énoncé de
quelques problèmes empruntés pour la plupart al Moivre et dont
la solution est facile.

PkoblèmkXXI.– Probabilité pour obtenir une fois le point l,
et une fois seulement, en jetant quatre dès.

Piiobi.kme XXII. Pierre parie que, en jetant cinq dés, il
obtiendra une fois le point et pas davanlage. Quelle est la
probabilitéde gagner? > '

Puom.ÈMKXXIII. Quelle est la probabilité pour que, sur
cent essais successifs avec un seul dé, on obtienne une fois au
moins une succession cle cinq as sans interruption?

0,010'iC.
PnonLÈMK XXIV. Pierre parie d'amener en trois coups,

avec deux dés, le point j et le point chacun une fois. Quelle

est sa probabilités pour gagner ?



Phoim.èmbXXV. –Pierre entreprend d 'obtenir. te point

avec deuxdés avant qu'aucun mure soit produit deux
Jois. Quelle est la probabilitéele gagner?

Piiobi.kvk XXVI. Ptenre jelte lrois pièces de monnaie,
Paud en jette deux; celui cles deux qui amènera le plus de
faces gagnera. Si des nombres sont égaux, on recommencera
Cêpreiwe jusqu'à ce qu'elle donne un résultai. Quelle est la
probabilité pour qlie Pierre gagne?

Phobi.jcmkXXVII. Pierre lance un dé et recommence au-
tant de foisqu'il faudra pour amener, soit deux fois le point i.
soit l'un des points 2 ou 3. Quelle est la probabilité d'amener
deux fois le poinl 1 ?

PnoM.feME XXVIII. Pierre et Paul jouent avec deux dés,
Pierre gagnera par le point Î, Paul par le point (i. Paul joue
le premier et ils jettent les clés alternativement jusquà ce que.
l'un d'eux ait amené le point qui te fait gagner. Quelle est la.
probabilité dc Pierre?

PttOBi.kMF.XXIX. –Pierre et Paul jouent avec deux dés;
Pierre jette tes dés deux jois. S'il obtient le même point, il
gagne. Si les points sont différents, il continueà jeter les dés
jusqu'à ce qu'il ait obtenu l'un des deux premiers points. Il
gf'gne si c'est le premier. Quelle est la jm.bubilité de gagner?



£ PuoDLfcMEXXX. On jette eu l'aircinq pièces de monnaie.

Quelle est la probabilité pour qu'elfes montrent trois piles -et

deuxfaces?

Pnonr-kME XXXI. Pierre et Paul jouent à un jeu
d'adresse. Le gagnant, après chaque partie,marque unpoint.
Lejeu devient égal lorsque Pierre,pliés habile que Paul, lui
rend deux pointssur trois, qui font gagner la partie. Quelle

est, à chaquepartie, la probabilitédu gain pour Pierre?

ProblèmeXXXII. Pierre et Paul jouent aux conditions

énoncées dans le problème précédent. Pierrepetit, sans désa-

vantageni avantage, rendre un point sur trois. Quelleestpour
lui la probabilité p de gagner unepartie?

Le rapport = est donné par l'équation

Pboiilème XXXIII. Une loterie contient un très grand
nombre dc billets; lu nombre des lois est le quarantième du
nombre des billets. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir probabilitéde gagner ou de ne pas gagner un lot?

%y ne suffisent pas, 28 donnent au gain une chance plus grande

que

< Piiobi.kme XXXIV.–Dans une loterie de 40000 billets, il y a

trois lots. Pierreprend 800o billets. Quelle est la probabilité
cl'avoir un lot ?



*iQuelle est eelle de les avoir lotis les trois?

yu_ PROBLEME XXXV. Combien Pierre devrait-ilprendre de
billets, à la loterie indiquéeau problèmeprécédent, pour avoir

de des lots?

PjioblIîme XXXVI. Vile tôlerie, sur billets, duit
donner ioooo lots. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir chance £ degagner un lot?

Le calcul donne C,G. Avec billets, la probabilité de gagner un
lot, au moins, est avec G billels, elle est

A Probi.kme XXXVII. Une folen'r, sur iooo billets, promet
Irois lois. Quelle est la probabilité, avec trente billets, de
gagnerun lot?

T Puohlème XXXVHI.– On a daim une urne trente boules, dû-
blanches, dix noires, dix rouges;on en prend trois au hasard.
Quelle est la probabilité pour avoir une Goule de chaque cort-
leur?

Problème XXXIX. En combien de. coups, avec trois dés,

peut-on parier, avec chance égale, d'amener trois as deu.r
fois?

3('»i coup».

Phoblème XL. En combien de coupa, tivrc trois dés.

peut-on parier, avec chance égale, d'amener fois le
point i5?



En coups, iin

dés,
les

coups,



CHAPITRE lit.
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3fi. Définition de l'cspérancemathématique. 37. Assertion exagérée de Pois-
son. 38. La recherchede l'espérance iiiulhéinati<|iicet celle rlc la probabilité
sont deux problèmes distincts, 3U. exemptede la simplification d'un pr»bli-me par la recherche directe de l'espérance mathématique. 40. SvciuhI
exemple. 41. Troisièmeexemple. Quatrièmeexemple dans lequel la
recherche de l'espérancemathématique fi'it connaître la probabilité. i;j. Cal-
cul d'une espérance mathématique déduite des probabilitésdes divers cas po..siblcs. Problème sur le jeu de dé». 45. Discussion de la formule (il)-
tenue. 46. La valeur probable d'une fonction n'est pas déterminéepar celle
des grandeurs dont elle dépend. 47. Kxceptinn relative aux somme» et auxproduits quand les facteurs sont indépendants. 48. Paradoxe de Saint-Pé-tersbourg. 49. Insuffisance des explications proposéespar Condorccl et parPoisson. La réponse du calcul est parfaitement raisonnable et n'a be-
soin d'aucune justification. 51. Insignifiancede l'explication proposé.- parDaniel Bernoulli et devenue célèbre sous le nom de théorie dc ftipéranev
morale.

36. Le sort des joucurs a été la première préoccupation des
créateurs de la théorie du hasard. On le nomme aujourd'hui es-pérance mathématique, il est la valeur équitable des avantages
encore incertainsque font espérer les conditionsdu jeu.

L'espi'rance mathématique, dans un jeu équitable, est, pour
chaque joueur, égale à sa mise qui, livrée au jeu, ne lui appar-



tient |>ltis. Cette égalité traduit la définition le joueur échange

sa mise contre une espérance mathématique. Si l'équivalence

n'existe pas, le jeu n'est pas équitable.

L'espérance mathématique de celui. qui a la probabilité p de

recevoir la somme S est mesurée parleprodui/iS.
Si Il personnels,en effet, ont sut la somme S des droits égaux,

ils peuvent éqtiilableinentla partager et prendre chacun ou la

tirer au sort et accepter pour part la probabilité d'obtenir S. Si

quelques-uns des avants droit, au nombre de ni, s'associent, on

pourra leur offrir équitablement, soit le partage donnant à leur

association soit ta probabilité de recevoir S. Les deux

offres sont donc équivalentes.

37. Poisson il écrit Si le gain espéré par une spéculation

est 0oooo'v et que soit la probabilité de l'obtenir, la personne
qui devra recevoir cette somme éventuelle pourra considérer le

tiers de (ioooorr comme un bien qu'il possède et que l'on devrait

comprendre dans l'inventairede sa fortune.
Poisson va trop loin. Le plaideur cngagv dans un procès qu'il

a neuf chances sur dix de perdre et qui, en cas de gain, doit lui

rapporter i million, mentirait en disant qu'il possède iooooorr.

Un homme prudent, sur une telle garantie, refuserait de lui

prêter 5oofr. Son espérance mathématique vaut iooooofr, mais

vraisemblablementil ne trouvera pas d'acheteur.

Cette confusionentre une espérance mathématique et la certi-

titude d'une somme équivalente a fait naître de graves difficultés.

Nous aurons à y revenir.

38. Si la somme espérée est connue, la recherche de la proba-

bilitv et celle de l'espérance mathématique forment un même

problème. Il en est autrement lorsque les conditions du jeu im-

pliquent la possibilité de gagnerou de perdre, suivant les cas, plu-

sieurs sommes différentes.
Si des événements ayant pour probabilitésp,,pt. pa don-



ucnt droit aux sommes S,, S,, S«, l'espérancemathématique

Celui qui doit, suivant les cas encore incertains, recevoirl'une
ou l'autre des sommes S" S», S", peut vendre ses droits et,
par des marchés équitables échanger ses chances contre les
sommes />i S, f />aSa, pHSH qui donneront droit à « ache-
teurs différents de toucher en son lieu et place, le premier la
somme S,, si c'est celle qui lui échoit, le second la somme S,,
et enfin Je dernier la somme Sa.

Le règlement des comptes ne fera naître aucune difficulté,
puisque deux acheteurs, d'après les conventions, n'auront jamais
réclamer la même somme.

L'espérance mathématique est connue quand les probabilités
des divers cas possibles ont été calculées. Mais il est plus aisé,
quelquefois, de la chercher directement sans s'occuper des termes
qui la composent.

contre. Une urne contient y. numéros /ium/nés i, :1, ;s, ;Jl.Paul tire successivement les ja boules et s'engage il donner à
Pierre ifr chaquefois qu'un numéro sortiraà son rang. Quelle
est l'espérancemathématique de Pierre?

S'il fallait évaluer la probabilité des divers cas possibles, le
problème, sans être difficile, exigerait de longs calculs.

En nommant pi la probabilité pour qu'il y ait i rencontres,l'espérancedemandée est

Pi + »/>t -t- 3/>» -f.+ ppp.

La somme est plus aisée à calculer que chacun des termes qui la
composent.

L'espérance mathématique de Pierre est, il chaque tirage, i.
La somme espérée est en effet ir', et la probabilité de l'obtcnir'



La probabilitéau moment où le tirage va se faire dépend des nu-
méros sorti*-antérieurement. Si le numéro i est sorti déjà, la pro-
babilité da le voir au tUm° tirage est bulle. S'il n'est pas sorti, elleest Mais c'est au début du jeu qu'il faut la calculer, et

probabilité est alors y
L'espérance mathématique de Pierre, étant pour chaque tirage

est, pour les p.
tirages, c'est-à-dire t'r.

40. Problème XL1V. Une urne contientdes boulesnoires et
cles Goteles blanches; la probabilité de la sortie d'une boule
Glanclee est p, celle de la sortie d'une Laule noire est q. On

fait tirages en remettant chaque fois dans l'urne la boule

qui en est sortie. Pierre recevra i chaque fois gtt'ttrre boule
blanchesortira, précédée et suiviepar une boule noire. Quelle

est, pour l'ensemble des ;ji tirages, l'espérance mathématique
de Pierre?

La probabilitépour que le tirage de rang i donne à Pierre le

droit de recevoir i'rcst pr/1, car il faut le concours de trois évé.

nements dont les probabilités sont q, p et q. L'espérance math'
matique étant, pour chaque tirage, égale à pq2, elle est, pour l'en-
semble des pi tirages, égale à ppq*.

L'espérance muthématiquc est la même que si les u tirages se
faisaientdans une urne donnant & la sortie d'une boule blanche la

probabilité pq3, et que Pierre dAt recevoir il, pour chaque boule
blanche sortie, sans qu'aucunecondition fïlt imposée à celle qui
la précède ni à celle qui la suit. l.es deux jeux donnent à Pierre
des avantages équivalents mais non identiques. Dans le premier,

sur jx tirages, la plus grande somme qu'il puisse gagner est

dans le second elle est jx. Si l'on voulait, pour obtenir l'esplrance
mathématique, calculer les termes qui la composent et, pour cela.
chercher la probabilité pour que sur 1'- tirages Pierre cclt un
nombre donné n de francs il recevoir, la difficulté des deux pro-
blèmes serait fort inégale. La considération, parfaitement rigou-



reuse, de l'espérance jfe~fes résoudre.
Pierre, en effet, peut, pour chacun des tirages, vendre la chance
qu'il a de gagner il' sans avoir à tenir compte de l'influence
exercée par les chances de 1'un des coups sur celles du suivant.
Il est certain que, si l'acheteur du coup de rang i est favorisé par
le sort, calui du coup suivant ne le sera pas; la boule qui lui ap-
partient sera noire. Peu leur importe la chance qu'ils achètent,
au moment où ils la payent, n'est ni augmentéeni diminuée.

Al. contient
de boules marquéesdes numéros t, 3, Il. On fait successive-
ment jA tirages, en remettantchaquefois dans l'urne la boule
r/ui en est sortie. Pierre recevra Il chaque fois que la sénie
des numéros écrits dans leur ordre de aontie présentera un
maximum ou un minimum, Quelle est l'espérance mathéma-
liqite de Pierre?

Si l'on considère un tirage désigné, la probabilité pour que le
numéro correspondantsoit dans la suite un maximum ou un mi-
nimum est £. Si l'on compare en effet le numéro sorti à celui qui
le précède et à celui qui le suit, il sera maximum s'il est le plus
grand des trois la probabilitépour cela est il, et minimum s'il cst
le plus petit la probabilité est également en écartant comme
ayant une probabilité négligeable, si Il est très grand, le cas où
deux numérosconsécutifs seraientégaux, la probabilité pour que
le numéro dont le rang est donné soit maximum ou minimumest
L'espérance mathématique de Pierre pour chacun drs termes de
la série est donc elle est pour les jjl termes de la série lu.

Le raisonnement peut, comme le précédent, laisser un doute
qu'il faut discuter.

Si, dans la suite, un numéro est maximum ou minimum, cela
change la probabilité pour que le suivant le'soit aussi.

La probabilité pour que le vingtième terme de la suite soit
maximum est J.

La probabilité pour que le vingt et unième soit maximum est
ausai J.



La probabilité pour qu'ils le soient tous deux n'est pas J, elle
est mille."

L'objection serait fondée si nous calculions les probabilité».
Quand il s'agit des espérances mathématique, elle perd toute sa
force.

Pierre, en effet, peut vendre à des acheteurs différents chacun
rles francs qu'il peut espérer; tous les marchés sont équitables.
Chaque acheteur a bien réellement probabilité de recevoir i'r;
peu lui importe quc son gain, s'il est obtenu, diminue les chances
d'un autre les conventionspartielles n'en sont pas moins équi-
tables, Pierre a pu vendre équitablcmentses droits J;/1'. Telle est
donc son espérance mathématique.

42. Si, une urne contenant deux boules blanches et une boule
noire, on fait successivement ;ji tirages, l'espérance mathématique
de celui qui doit recevoir irr par boule blanche sortie sera §jji
comme dans le cas précédent; là s'arrête la ressemblancedes deux
problèmes. La probabilité d'extraire de l'urnc un certain nombre
de boules blanches n'est pas égale cellc d'avoir un même nombre
de maxima ou minima.

La probabilité pour que toutes les boules soient noires est (nI',
cclles pour qu'elles soient toutes blanches (*)S*. Les probabilités
de n'avoir ni maximum ni minimum et celle de n'avoir que des
maxima et des minima sont très différentes.

L'égalité enlre les espérances mathématiques n'implique nulle-

ment celle des diverses probabilités qui figurentdans leur expres-
sion.

43. Phobi.èmeXLYI. On trace sar un plan indéjini des
lignes parallèles équidista/ites. Une aiguille est lancée un
hasard sur Il! plan, l'irrre recevra i'v par ivnronlre. de. l'ai-
guille avec une tirs //araHèlrs. Que/le est l'expéranw mathé-
matique de. Pierre?

L'espérance mathématique de Pierre est proportionnelle la lon-

gueur de l'aiguille et indépendante de sa forme, droite ou courbe.



II n'en est pas de même de la probabilité de la rencontre, et ce
problème, comme le précèdent,montre la différence entré leeal-
cul de la probabilité et celui de l'espérance mathématique.

Une aiguille est droite; on la courbe; tu probabilité de la ren-
contre est changée: l'aiguilla. ne pouvait, si elle est plus petite que la
distance des deux parallèles, procurer deux rencontres la fois:
elle le peut quand, sans changer sa longueur, on l'a pliée en
courbe. On peut même être certain, si lu courbeest fermée, qu'une
première rencontre en rend une seconde nécessaire.

Les conditions du problème sont donc changées. L'espérance
mathémn.iquc de celui clui doit recevoir il, pur rencontre reste
la même. Chaque dlvnent de l'aiguille donne, en effet, une

espérance indépendante des autres éléments qui lui sont attachés.
Celui clui doit recevoir il, par rencontre (c'est la mêmechose que
ifr s'il y a rencontre, quand une seule rencontre est possible
peut vendre à des acheteurs différents les droits résultant pour
lui de chaque élément de l'aiguille, et lu valeur de ces droits reste
la même, soit que l'aiguille soit droite ou courbe.

Soicntrt la distancede deux parallèles, llu longueur de l'aiguille,
plus petite que a. Si la probabilité d'une rencontre est y est.
aussi l'espérance mathématique de Pierre. Remplaçons l'aiguille

par un cercle de même longueur. Le rayon de ce cercle sera --•
La probabilité pour que le cercle rencontre une des parallèles estSi l'on partage, cn cffct, la distance a des deux parallèlescutre
lesquelles tombe le centre du cercle en n parties, il y a chance
égale pour qu'il tombe sur chacune d'elles, et il faut, pour qu'i) y
ait rencontre, qu'il soit à une distance moindre que R de l'une ou
l'autre des deux lignes. Le nombre des divisions favorables est
-jj-; leur nombre total est re, et la probabilité delà rencontre

est, par conséquent,

Si le cerclc rencontre une des parallèles, il la rencontre deux



fui;; l'espérance umittématiqtie est donc

Telle est la probabilitépour la rencontre de l'aiguille.
L'ingénieuse substitution d'un cercle ie une aiguille rectilignc

est due ù M. Emile Barbier.

44. Puoui-kme XLVU. Pierre a iruà pièces de Paul en
et deux; ils conviennent que chacun Jettent ses pièces. Celui
yeti grand de cinq
pièces, Le jeu est-il équitable?

Pierre expose i jiv et Paul loir seulement; maiti Pierre a plus
gronde chance de gagner. La compensation est-elle exacte?

Dans ce cas, comme dans un grand nombre d'autres, la mé-
thode la plus simple pour calculer l'espérancemathématique est
de clrcrclicr la probabilitéde chacun des cas possibles.

Pierrepeut, avec ses trois pièces, amener o, i, a ou 3 fois face.
Les probabilitéssont et J.

Faut peut avoir o, i ou \1 fois face; les probabilités sontet
Si Pierre n'a pas face une seule fois, sa probabilité de gagner

est o, celle de perdre est
S'il a face une fois, sa probabilité de gagner est {, celle de

perdre:

S'il a face deux fois, sa probabilité de gagner est celle de
perdre n.

S'il a face trois fois, sa probabilitéde gagner est i.
La probabilitéde Pierre est donc



La somme des deux probabilités n'est pas égale à l'unité^ parce
que lit partie peut être nulle; mais, s'il est convenu qu'on recom-

mencera jusqu'il ce qu'un des joueurs ait gagné, les probabilités

A et -*g représentent deux fractions de même dénominateurayant

pour numérateur les nombres de cas favorables, dont le rapport
reste constant quand le nombre des punies augmente. Il faut donc,

pour avoir les deux probabilités, partager l'unité en deux parties

rlui soient dans le rapport deùù -*t\ elles sont

L'espérance mathématique de Pierre est

elle est plus grande que sa mise,
L'espérancemathématique de Paul est

elle est plus petite que sa mise.
Le jeu est avantageux à Pierre.

43. Problème LXVI1L– Un nombre n de joueurs ayant déposé

chacun un nombre ji de dès. L'enjeu total appar-
tiendra ci celui r/ui amènera la plus grande somme de points,

oit sera partagé entre ceujc qui auront amené le même nombre

de points, plus grand que celui des autresjoueurs.
Pierre joue le premier, il amène /.points. Quelle est, avant

que les adversairesaient joue1, son espérancemathématique?

Les nfr qui forment l'enjeu total appartiendront Pierre si

aucun des adversaires n'amnnc un point égal ou supérieur à k ils

seront partages entre m + i joueurs si, aucun n'amenant un point

supérieur à k, m des adversaires amènent
La probabilitéd'ameneravec des un point donné est connue



par le Tableau donné qu'il serait aisé d'étendre au cas d'un
point

supérieur à 1.: et pk celle d'un point précisément égal à k\ la pro-babilité d'un point inférieur k sera

Pour que Pierre ait part à l'enjeu, il faut qu'aucun des points
.ne soit supérieur la probabilité pour qu'il en soit ainsi est
(«– <lkf~ Soioirt/>;ioprobabilité,danscettehypothôse,d'amener
le point k et r'k celle d'amener un point inférieur.

La probabilité pour q ue Pierre partage avec i de ses adversaires
est

L'espérance mathématiquede Pierreest

et, à cause de puisque /•; et/»; sont les probable
de deux événements contraires,

( Il

il reste à calculer y clp'Â.
Le rapport de i'k à p\ est le même que celui de y àpà. L'hjrpo-

thèse faite qu'aucun numéro supérieur à /• n'est sorti diminue
en effet le nombre des cas possihles, sans changer celui des casfavorables à l'arrivle d'un nombre de points égal ou inférieur à k.
Les numérateurs de /•; et de pk sont, avec un même dénomma-



leur devenu plus petit, ceux de n, et due On a donc

46. Un problèroo intéressant peut être résolu

Pierre ayant obtenu le point A: quel est le nombre d'adver-
saires le plus favorable à ses intérêts, c'est-à-direquel est celui
f/ui lui laisse ta plus grande, espérance mathématique?

En accroissantle nombre des joueurs, on accroit la sonnne à par-

tager, mais on diminue la chance d'y avoir part et celle de l'avoir

tout entière. Il faut déterminer Il de manière à rendre (t) maxi-

En égalant à /.«'•!» la dCrivéc par i apport à n, on obtient

Cette équation fera connaître In valeur de n.
Si Pierre a amené le point le plus élevé possible, on Il <= o:

/•£ est nul et Il infini. Pierre, dans ce cas, certain d'avoir une

part, a avantage à accroître sans limite le nombre de ses adver-

saires.
L'espérance mathématique de Pierre ne grandit pas indéfini-

ment. La formule (i), quand on y suppose rj/,t=o et Il inlini. se

réduit

L'enjeu total devant «Hre partage entre tous ceux qui auront

le point maximum, pour que chaque part soit il finit que le

nombre des partageants soit np\. p'k, quand ast le plus grand

des points possibles, ne diffère pas de pk. npn est le noiulirv



probable de ceux d'entre les Il adversaires,qui amènerontle point
maximum dont-probabilité'cil/»*

Le Tableau suivant donne Ics résultats relfftifs au cas où t'on
joue avec Irais dés. Pierre ayant amené au premier coup l'un des
points inférieursau maximum. i8, la première colonne donne le
point obtenu, les deux suivantes donnent les probabilités dési-
gnées dans lu formulepar />* et qh le nombre d'adversaires le plus
avantageux pour chaque valeur de A- est iuscri.t dans la que-
triëmecolonne; la cinquièmedonne la vateur de (t qt)", proba-
bilité pour que Pierre ait une part.

Si Pierre avant lancé six dés a obtenu cinq et un 5, on aura

Le nombre d'adversaires le plus avantageux est i.>if{ et la
probabilité de recevoirune part est, dans ce cas,

o,;2iu3*i.



47. Lorsque les valeursprobables de plusieurs grandeurs sont
connue», on- ne connaît pa*foiH> cela la valeur [rfobable d'une
fonction donnée de ces grondeurs.

La valeur probable d'une grandeur inconnue a est, par défini-

tion, l'espérancemathématique de celui qui devrait recevoir une
somme égale à 0.

Si a petit prendre, seiou les décisions du hasard, les valeurs :(1'

a.j, a, et que, pour chacune d'elles, les prohabititéssoient

P-irP*t •••> Put la. valeur probable de a est

La valeur probable de a2 est

elle est 1res différente du carré de la valeur probable; de a.
Si deux grandcursn et b ont pour valeurs probables A et B, la

valeur probable de n'est jias^- On peut même remarquer que

si o est une des valeurs possibles de Il, si peu probable qu'cllc

soit, la valeur probable de est infinie.

48. Deux cas importants sont à noter.
La valeur probable d'une somme est la somme des valeurs

probablesdes parties de la somme.
C'est la conséquence immédiate de la définition.
La valeur prohable d'un produits, quand les facteurs sont in-

dépendant. est le produit des valcurs probables des facteurs.
Soient a et b deux grandeurs. La première peut recevoir les va-

leurs «i,a.j, «“, dont les probabilités sont/),, />• La

seconde peut avoir les valeurs j3m, dont les probabi-
lités sont qlt q. qm. Les valcurs probables sont



(lui représentent les produits de toutes les valeurs possibles a^
du produit ab par leurs probalnliuk />(-«^

Si l'arrivée de l'événement exerçait une influence, sur «.elle
de b, la probabilité dé 1 association de a,- avec [i,- ne serait pus (23i
le produit />/<••.

Si, par exempte, b est égal a {la, les valeurs possibles(le « étant
*•» «a, < • • *«, celles de il sont af, aï a». Si « est égal «“
il est cet-tain que G scra a*.

Paradoxe de Snint-Pélersbourg. On a opposé les in-
dications du bon sens aux décisions de la théorie et pour con-damner les principes allégué leurs conséquences.

La discussion, jusqu'ici, n'a pas clissïpé la méprise. La théorie,
pourtant, est irréprochable; il n'est pas juste de lui opposerl'absurdité de ses conseils elle n'en donne pas. H est déraison-
nable d'exposer au jeu une forte somme, indélicat d'accepter unrisque qui peut rendre insolvable. Le Calcul des probabilités
doit ignorer ecs sages appréciations.

On joue. c'est l'IiypotliÊsc..V-t-on tort ou raison? La question
n'est pas posée.

On cherche les conditionséquitables du jeu sans se demander
si elles sont raisonnables, ni établir aucune relation entre cette
question,que l'on ne vcut pas aborder, et le problème il résoudre.

Le parti raisonnable,si les risques sont grands, est de ne pasjouer.
On peut, en acceptant des conventions strictement équitables,

faire un acte de folie ou commettre une escroquerie. La remarque,
pour être incontestée, nc change pas la théorie du jeu équitable.
La confusion est analogue à celle que faisait Poisson (37), en por-
tant une espérance mathématique dans l'inventaire d'une fortune.

Pierre, pour toute fortune, possède iooooofr, il veut avoir unechance de gagner 100 millions.
Ilien n'est plus facile, répond sans s'émouvoir le géomètre qu'il

consulte. Si le jeu est équitable, vous aurez chancessur 1000de perdre vos 1 OU000.'



La réponse doit s'arrêter là. Si Pierre trouve 999 personnes dé-
sireusescomme lui degagn«MO<*millioi^et résignées eunterte lui

à la presque certitude de perdre iooooi»fl", ils organiseront une
loterie de louu billets h iooixk/1 le billet.

Le jeu sera équitable, la théorie le déclare, le I)ôn sens le dé-
montre, et Pierre, cependant, sera très justement interdit comme
insensé.

Le problème de Saint-Pétersbourg est devenu célèbre par l'in-
génieuse combinaison des conventions faites pour dissimuler l'G-

normilé des mises, ou, pour être plus exacte, des engagements.
Pierre et Paul jouent aux conditions suivantes

Pierre jette une pièce de monnaie. Si elle montre face, il don-

nera Il' à Paul. Si elle montre pile, il jettera la pièce de nouveau.
Si face arrive au second coup, il donnera >}' Paul,. La pièce sera
jetée jusqu'à la première arrivée de face qui termine la partie. S'il

a fallu la jeter n fois, Faut recevra »M~'n.

Quelle est l'espérance inatbémulique de Paul?
Elle est infinie.
Paul, en ellet, recevra, selon le nombre des coups qui seront

joués, une somme égalcr il l'un des termes de la suite illimitée

Les probabilités pour lui de recevoirces différentes sommesson

L'espérancemathématique de Paul est, par conséquent,

elle se compose d'un nombre infini de termes qui sont tous égaux
H-

Quel que soit le prix dont il paye la promesse clui lui est laite,
le marché sera avantageux à Paul.

Qui voudrait cepcndant risquer ioolr il un tel jeu?



Les réponses proposées au pr.He»du paradoxe sont nom-breuscs.
« Votre Alémo.re *m-

ks jeux me fait désirer beaucoup que vous nous donniez unesolution du problème de Pétenbourg, qui me parait impossible
en admettant les principes connus. a

Les conditions du jeu indiquent contradiction,
ont dit Con-

durcet et Poisson. Pierre prend des engagements clu'il ne peut
tenir. Si face ne se présente qu'au centième coup, le gain de
l>aul représentera une masse d'or plus grosse que le soleil. Pierre
le trompe en la lui promettant.

L'observation est juste, mais n'éclaircit rien. Si l'on joue des
centimes au lieu de francs, des grains de sable ou lieu de cen-times, des molécules d'hydrogène au lieu de grains de sable, la
crainte d'être insolvable peut diminuer ,ans limite. La théorie nedoit pas faire la diirércnce. Elle ne suppose pas non plus qu'avant
chaque jet de la pièce on dépose la mise, Quelle que soit la dette
de Pierre, la plume peut l'écrire, on réglera les comptes sur le
papier; la théorie triomphera s'ils confirtneut ses prescriptions. Le
hasard très probablement, on peut dire très certainement, finira
par favoriser Paul,. Quel que soit le prix dont il paye, à chaque
partie, la promesse de Pierre, lo jeu, s'il est tenace, t'enrichira sanslimite. Pierre, insolvable ou non, lui devra une somme immense.

31. Si une machine pouvaitjeter iooooo pièces par seconde et
enregistrer les résultats, l'uul, en payant iooo" par partie, s'en-
detterait sans doute d'une centaine de millions par seconde; il
n'en ferait pas moins, après quelques millions de milliards de
siècles, un bénéfice colossal. Les conditions du jeu le favorisent,
et la théorie a raison.

On peut, sans calculs, rendre l'assertionévidente
Supposons, pour ne pas aborder de trop grands nombres, quePierre s'engage à faire

a milliard de parties.
Cherchons cluelle somme Puul peut espérer recevoir,sans pré-

sumer pour lui le hasard bénévole.
Sur i milliard de parties, il faut s'attendre à en voir aoo mit-



lions pour lesduelles Paul ne recevra que i1'. On ne peut s'é-
tonnerd'amener face une fois sur deux. Si le nombre est moindre,
Paul aura du bonheur; nous ne voulons pas lui en supposer.

La seconde moitié dos parties jouées commencent toutes parl'arrivée de pile. Le second coup amènera face vraisemblable-
ment a-So millions de fois une fois sur deux. Paul, pour cliucitnu
de ces parties, recevra 2fl il doit, de ce chef, espérer m>o millions.

Les 2 5o millions de parties restantes commencent par deux foi*
pile; pour la moitié d'entre eltes, on doit s'y attendre, face arri-
vera au troisième coup, Paul recevra 4"; c'est encore 5îoo rnillioes
qu'il peut raisonnablement espérer. On peut renouveler trente foi.
le même raisonnementet voir clairement que l'ensemble des par-tics doit vraisemblablement rapportera Paul, d'après les condi-
tions convenues, une quinzaine de milliards. Le hasard, évidem-
ment, peut le favoriser et accroître la somme, ou le maltraiter etdiminuer; mais, en donnant i5f' par partie, il a des chances SI:-
rieuses de ne rien perdre.

Si Pierre doit faire 100 partics seulement,les chances sont diffé-
rentes Paul, en donnant i;V par partie, aurait grande chance clu
se trouver en perte. Les conditions du jeu lui seraient toujours
avantageuses; mais son avantage résulterait des gros bénelices
possibles, dont la chance est petite.

Si, au contraire, au lieu de i milliard de parties, un en devait
faire iooo milliards, Paul, au lieu de i.V, pourrait donner •«>
par partie, avec chance sérieuse de recouvrer aoom) milliards,
sans compter, bien entendu, pour rien dans cette appréciation
sommaire la possibilité de gagner des sommes immenses, dont le
calcul exact :) du tenir compte.

52. La réponse la plus singulière faite au prétendu paradoxe
est celle de Daniel Bernoulli (lui, le premier, a tiré de l'oubli
cette question autrefois proposée par son cousin Nicolas.

ioo millions, suivant Daniel Bernoulli, ajoutes à une fortune
déjà acquise de ioo million, ne suffisent pas pour lu doubler.
Quels avantages nouveaux peuvent-ils procurer?



H substitue, rn eoiisétpronee, it l'espérance
périmoe morale, dan* lo latjttelk' une icH'ttine dépend mm

titi nombre d'éciis «tant elle se compose, mais (les satisfactions

Le problème étant ainsi posô, Bi riioulti a l'audace de tu ré-
soudre. L:i solution est simple. Un accroissement (.le ajoutéu une

iWluiic .*• vaut •-• Ci'lui dont la foi'iuDC cluil« et dcviunl b ffi'^na

titi nviiiiliijtc Hicsiirt* pur

.laiiKiis ('ompte n'a été ni ne sera ré^h' de la sorte; mais, grâce
;'i d'illustres approbations, la théorie de Ivsp^r.mcc morale n'a pas
moins contribue il la célébrilé de Daniel Ifcrnuulli ijue se.-i ad-
t ni rai ilc-s li-avaux d« l'iivsitpie.

•')'). Hull'on a accru par son éloi|iiencc l'iinporlanec. je veux

l.ii théorie ,le l'espérance morale est devenue classique, jamais
le un iL ne put être plusexactementemployé on l'étiitlie, on l'en-
ieigue, on lu développe flans des livres justement célèbres. Le

succès s'arrête là, ou n'en a jamais fait et n'en pourra faire aucun
usage.

L'importance d'une somme d'argentdiminue avec la fortune de
celui qui la reçoit.

Il L'avare, dit Billion, est comme le mathématicien tous doux
estiment l'argent par sa quantité numéri<|uc. L'Iiuininc sensé n'en
considère ni la masse ni lc: nombre. 11 n'y voit que Ics avantages
qu'il peut en tircr. II raisonne mieux que le mathématicien.
L'écu que le pauvre a mis il part pour payer un iuijxU de néces-
silt\ et l'écu qui complète les sacs d'un financier n'ont pour l'avare

et ln mathématicien que la même valeur. Celui-ci les comptera

par unité,; égales, l'util ru se les avec un plaisir égal,

au licu que l'homme sensé comptera l'écu du pauvre pour un
louis et l'écu du financier pour un liurd.

»



Un cummcntatcur, (lui n'est pas sans mérite, Quétulct, Il

ajouté, pour faire

approuve

u Ainsi ioo»'1' pour evîtti. qui ne poasède «juc. -jima/' ont lir

infinie importuner que r>uiMxiofr pour celui ijui possède t mil-
lion.

Si, par ce Gcr clcihiin de la foiiuiic lor.s(|ue le nécessaire csl
assuré, on échappe au rcprot-lte d'avurice. c'est pour ex mérilcr

uu plus ifiavi;. Celui (lui possédant un million en acquiert un
seeoiul clianjfora fort peu, jras du tout peut-être, les habitudesde

sa vie.

Kst-ce là, pour qui nY.M pas avare, le seul fruit de la richesse?
Si J'homme sensé dont parle liull'on n'est pas un cvnicpic

égoïste, il pourra, sans thésauriser, faire lion usage des millions
qu'on lui suppose, On pourra les doubler, les décupler et les duu-
bler encore, sans ralentir la progression constante du Lien -qu'il

peut faire..Ya-l-il pas une famille Il enrichir, de» misères sou-
lager, de grandes œuvres il créer ou i'.iire naître? Il évitera, s'il

est sage, de jouer gros jeu, même à des conditions équitables

mais, s'il ne porte pas, si riche qu'il suit, i<i(ioi>olr par jouril la

roulette, la crainte delà perte l'arrêtera beaucoup plus que le mé-
pris du gain.



CHAPITRE IV.

THÉOUË31E DE JACQUES BEltNOCLLI.

floc igllgr «il llltiil proMeina. ipmt crulnwloin hue
lw« proiiuiul, |«i.li|uaui joui |«r flromiiiwi |>n>Kf. ri
cujus tiiu auviinj, iiiiusuumiuuilliia. cuui |ltr| «mimiol»
illlllcuHw uaiiilbai nrlliiuli Imji» doctrinal taiiltllius
(milita* et |tr«liuiu >U|wn<ldi'raputes!.

jAtoura ttiniutui.

ilégulurilé observée des résultats du hasard. Probabilité des «-preuves
répétées.- 55. Événements dont la probabilité est maximum. ôli. Valeur
«pprachee du produit i.j.:«. Probabilité imixitnu dans une série dï-
preuves. 5S. Prububililû d'un Oviinement peu dillurcnt du plus probable.

Fiction d'un écart vepréscnl.: par une variable continue. i'reniiùre
vérification. (JJ. Si-nandu vcrilifation. m. Calcul exart .le la valeur pro-bable du carre de l'écart elle ne diffère pas de la valeur approchée.
li.i. Troisième viSrillcutiup. (il. Calcul exact de la valeur probable de l'écart,
elle n'est pas égale a la valeur appmclivc. (là. La probabilil.- pour que l'écart
soit inférieur il une limite donnée est .lounéc par une intégrale que l'on a ré-
duite en Tabl.\ liti. La probabilité d'un écart absolu inférieur Il une limite
lise tend vers y.éru; i]«aml le nombre des épreuves augmente, c'est l'écart rela-
tif qui tend vers zéro, Ii7. La probabilité d'un écart a, sur;» «preuves,dépend
<|C Zfj. exeinPlc*««'«ëHiiues. licart probable et écart moyen; leur
rapport. Ci). Hcpréscntation du nombre probable d'arrivées en introduisant
un facteur dont la valeur détermine lu confiance méritée par la formule.
70. Ce qu'on doit entendre par joucr plus ou moins gros jeu. expression de
laquelle dépendent les chances de perte sur un grand nombre de parties.
71. Applicationdu théorème de lîcnioulli aux chances électorales. 7'l. Dif-
férences entre les romlilions nielles et les données du problème précédent.
73. Le théorème de Bcrnonlli suppose la probabilité d'un événement inva-
riable, il suppose aussi que cette probabilité ait une valcur objective; re-
marques sur cette question. 7i. Exemple d'une siric d'épreuves faites avecprobabilité variable.

Le hasard corrige le hasard. Une vague expérience ré-
vèlc la justesse de ccltc maxime à ceux mêmes qui en ignorent



la rigueur. Le mot rigueur n'est pas exagère. Les résultats de fac-
tion libre du hasard sont prédits avec certitude, sans gêner en rieir

ses caprices..
La certitude n'est pas celle d'un théorème de Géométrie. Il

faut l'accepter dans la sens qu'indique Jacques Bernoulli, véri-
table inventeur de l'un des plus admirahles résultats de la Science

mathématique In usu vitœ civiti itbi moratiler eertuin pro
absolut/} certo kabetiir.

Vous sortex sans abri par un violent orage, vous serer mouillé,
cela est certain.

La certitude du théorème de Bernoulli est de même sorte. La

ressemblance va a l'identité. La même objection peut s'appliquer

avec autant, osonsdire avec aussi peu de raison dans les deux cas.
La pluie,' dites-vous, nie mouillera, qu'en savcz-vous?Chaque

goutte est dirigée par le hasard, aucune n'a de destination; rien

ne prouvantpour aucune d'entre elles qu'elle ira s'abattre sur le

promeneur, de quel droit affirmer de l'ensemble ce qui est
incertain pour chacune?

Sans que l'assertion soit certaine à la manière du carré de

l'hypoténuse, on peut la produire avec entière- confiance, Il y a
plus si deux promeneurs sortent ensemble et marchent sans se
quitter sous la même pluie, non seulement ils seront mouillés

tous deux, mais ils le seront également. Si l'un d'eux accusait le

hasard de lui avoir donné la plus grosse part, il ne rencontrerait

pas plus de créance que s'il affirmait n'avoir rien reçu.
Les événements fortuits ressemblent aux gouttes de pluie.

Pourvu qu'ils soient assez nombreux, le hasard les distribue équi-

tahlement entre tous les cas possibles, sans en favoriser aucun.
Tel est te théorème que nous allons démontrer avec précisionet
dont l'importancemême justifiera plusieurs démonstrations.

La première repose sur plusieurs propositions, dont chacune

par cllc-mcmc est de grande importance.

54. PnoiakMEXLV1I. La probabilité d'un événement est p,
celle cle l'événement contraireest g; oia .fait ;x épreuves daim



ht conditions. Ouelte eu lit probabilité pour
,¡oÙ'!

Si l'ordre dans lequel le* événements doivent m succéder dtoil
ass.gué, la probabilité demandée serait (31) le produit do « fac-
t«irsi»j;aux^/>ettle;ji-«C'gouxà7

<<)

L ordre restant indéterminé, l'événement peut être décomposéen autant dVulres, de prohabilités égales, qu'il'
y de combinai-

sons possibles du p objets dont n sont égaux à*A et u it à B.
Ce nombre est

Lu probabilitédemandéeest donc

<»>

c'est lc terme général du développement de (p +qf.
Si l'on écrit

le premier terme représente la probabilité pour (,ue IV-vénc-
ment dont la probabilité est r/ nc se présente pas une seule fois;
le dcuxième, la probabilité pour que cet événement arrive unefois; le troisième, pour qu'il arrive deux fois, etc.

La somme des /. premierstermes est la probabilité pour que cetévénements, dont lu probabilité est arrive au plus ki fois
sur a épreuves.

La somme de tous les termes est I.; probabilité pour clue l'évé-
nement arrive a., plus Il. fois, c'est lit certitude, et la somme des
termes est égale en eflci à l'uuité, puisque p +

BS. PnoB,.kMKXLVII r. La probabilitéd'un événement
celle de l'événement contraire est q; on fuit Il. épreuve* dan»



k.i mêmes conditions.est, pour ciiitvtm '/< <l<-ur «''vvhc

Il licnt trouver pour quelle valeur de Il, étant 'Jonné, Vv\-

pressioa (-i)

acquiert lu [>lus grande vuleur.

Si l'on range les expressions (>.}, c'ust-«-«lire le:; termes du de
veloppemenlile (p-r'fr1! suivant l'ordre des valeurs decroijsantos

de Il, le rapport d'un terme au précèdent est

La valeur cherchée du 11 doit rendii! et; r«pp«>rt plus ^raiiil que
l'unité, et le rapport suivant, obtenu or» uliungeuntIl cu n i du))

être plus petit que l'unité.
Nous avons donc, pour déterminer/

Le nombre entier n est compris, d'après ces formules, entre

deux limites dont la différence p q est éptlc :"i l'unilO.

Il est donc déterminé.
On peut dire, en négligeant In Iraclion. qui:

dont la probabilité est est >j./> = |a<



«MM»,dont h probabilité est la ,>|us grande est donccelle dans Joëlle le, ^«^ se produisent. en-

portionnei a leurs probabilités.

Pour rendre po.sihlc l'application des expressions trouvée,p, kprobahiliu, « fcui ,rans(W fc,produits figurent.

facteurs, ([t)ariU Jes 6imam
sont[Jmllemel

i «mirait lis coJculs inicrmiuables.
La imnsfomiDiion repose sur k célèbre formule de StirHng

Le* «lc«,x membre» ne sont pas égaux, leur diir.?«nce grandilTe, imV7d/1augmente;luaislL>llrrappwltend-t «la »ul(,0118 devons d'abord démonlrer cette
formule

Posons

(1)

ct cherchons, lorsque Il est grand, une valeur approchéede « ( “)On o ngoureu^nen,,
en changeant dans (,) « en n+\1 etdivisant la bcco.kI, ,'qilation par Ju première.

( i -r ,) lorsque Il est grand, diffère peu de

Si donc on imisi;

la fonction •}(/.), par le ehangemenl de Il ««/, + se multi-

«vecla certitude ^l(n) varie lentement quand /1 augmente..}( Il) vanc lenUMnent, mais il n'est pas constant et ne tend pas



ù le devenir. On a, eu effet,



par couswj tient

Un continu. le même
cacher lit valeur
cité cellcs de et. de mais il cst de

parce que,

on PI?lIt démontrer que tend vers une
laquelle on peut dès lors le si Il est très grand.

ai ne grandissant pas indéfinimentavec nous en déduirons encliangeuiil la valeur de Il,

1. >v, n'augmentantpassaus limite avec/ Un multipliant
les équations précédentes, on a

le second membre, et par conspuent le premier qui lui est égal,
icnd vers l'unité lorsque,.tant de plus en plus grand, on donne
s p une valeur quelconque, grande ou petite. On Il, en cllet

'II



0 tendant vers »éro lorsque Il augmente. Le logarithme du se-

conct membre de est

Cette expression tend vers zéro quand h augmente, parce que I:.

série dont le terme générât est est convergent.- la somme des

termes qui, dans cette série, suivent -est donc très petite, quel-

que loin qu'on la prolonge, cI elle reste Irù* petite quand t..

termes sont multipliés par des facteurs qui m; grandissent pu-

sans limite.
Nous pouvons donc poser, en nommant Ci la limite constant.-

vers laquelle tend F(/')>

Le théorème, sous celle forme, était connu de Moivre; Surlmjî

a trouvé In valeurde la constante.
On Il, d'après un théorème célthre d»; Wullis,

Si, dans cette formule,nous remplaçons i.> il et ««

par leurs valeurs déduitesdu théorèmede Moivre



et, Jonque Il devient infini,

Pour éprouver l'exactitude de celle formule, véritablement in-d.spensable dans les calculs de probabilité*, faisons Il = ao; noustrouverons

Le rapport de ces deux nombresest i,no<i-

Les probabilités de deux événements contraires étant p
et q, la combinaison la plus probable, sur éprouves, est celle
dans laquelle le nombre d'arrivéesdu premier événementest Ap etcelle du second uy.

Cette prohahilité maxima est

L'application de la formule de Stirling donne pour valeur ap-prochée

ce qui se réduit, en ayant égard la condition/»+ q à

(7)

Celle probabilité, la plus grande de toutes, contient Vu en divi-
seur. Elle tend vers zéro, quand le nombre des épreuves aug-
mente.

Cherchons la valeur approchéedu terme dans lequel l'e*-



posant de p est j*/> A, en supposant ce terme assez voisin du

fermé maximum pour
que

et même soient petits.
L'expression exacte est

E
Le théorème de Stirling la réduit il

le second facteur diffère fort peu de l'unité; on peut le supprime
et remplacer le terme (8) par

0)

Ln démonstration de cette formulc suppose h petit par rapport



« ;a; on l'étend cependant toutes les valeurs de I6, sitns qu'il
cu l>tisu{te' lw*f"°est. Ç«"id, aucune erreur sur les chiffres.

La fonction

décroît, en effel, lorsque A augmente, avec une telle rapidité quesa valeur numérique na plus d'influence sur les chiffres con-
serves. La probabilité dans l'expression de laquelle on rintro-
duil est elle-même d'une extrême petitesse .et, quoique la for-
mule acceptée n'en soit lrlus ta valeur approchée, la substitution
de deux quantités négligeables l'une et l'autre est sans inconvé-
nient.

On étend même l'expressionapprochée Je la probabilité à des
valeurs de h pour lesquelles cette probabilité n'existe pas; h, eneffet, ne peut être ylus grand ulie ;v,, et on le fait varier sans qu?cela exerce d'influence sur les ebillres, entre x et se.

Si). Par une Jiction qui rendra les celcul, plus faciles, nous
remplacerons le nombre entier par une variable continue, enassignantun écart compris entre et. -1- ci: la probabilité

l lui

Ce mol écart doil être défini. On considère la valeur ;> du
nombre d'arrivées de l'événement dont la est p
comme une valeur normale, la plus probable de toutes, et les
autres sont di'-linies pur leur différence avec celle-là. Cette diffé-
rence prend le non» iW-citrl.

Si, par exemple, on fait épreuves il pile ou face et que
pilc se présente Ùo»i fois, IV-cart sera ai. Si l'on jette deux dés
!()«>oo fuis et que jt<,««<?3 se présente yij.i fois, Yt-cart sera ;>.

La substitution d<: Il fonction continue (ro) à l'expression qui
convient aux écarts entiers, les seuls possibles, est comparable à
celle d'une courbc ir un polvgonc.

Supposons, par exemple, = p =y



La formule (y) devient, pour Il fil,

L'influenced'uu nombre aussi petit dans les formules est insi-

gnifiante; un peut le supprimer s'il existe, l'introduire s'il n'existe

pas, le remplacer par un autre de même ordre, les cliillres utiles

du résultat n'en .seront pas modifiés.

(il). Quelques épreuves justifieront lu confiance accordée il la

Ibruaile
La probabilitéd1une erreur comprise entre z et z – >h étant

il est nécessaire que la somme des probabilités de toutes les er-

reurs possibles représente la certitude; on doit donc avoir

égale à l'uuilé en vertu d'un lliéorème très roiimi.
L'épreuve réussit mieux qu'on n'était en droit de l'espérer:



toute formule approchéedoit en effet laisser craiadre une erreur.Le résultat, ici, est rigoureusement exact.

fil. Cherchons, d'après la formule (.o), la valeur probable du
carré de l'écart, c'est-à-dire l'espérance mathCma%e de colt..
qui doit recevoir une somme égale à &. Cette espérance est la
somme des produits de chaque valeur de zs par sa probabilité:
elle a pour expression,d'après notre formule,

62. Nous allons chercher directement lu valeur exacte de l'es-
pérance mathématique dont la formule donne la valeur ap-prochée. Posons

(p q fl- -^pV-r-\xPV-\q + Aj/zC-içS-.+. A^/j/'ttyW-t-

Les termesde cette formule représentent rigoureusement les pro-babilitésdont (y) donne la valeur approchée.
La probabilitésqui correspond à un écart est

L'espérance mathématiquede celui qui attend une somme égale
à h* est donc

(1 1)

la somme S s'étendant à toutes les valeurs de Il.



L'expression (i i) peut s'écrire

f fis

On a
= {**</»,

puisque l'on multiplie par ^q* tous lcs termes d'une somme
égale à l'unité.

L'identité

(IV)

donne, en égalant les dérivées par rapport à q, préalablement

multipliéespar q,

L'identité (i3),diflercntiéc par rapporta* donne, en mullipliunl

ensuite les deux membres par <

Ces formules réduisent la somme ('on à

C'est le résultat obtenu La substitution des valeurs aplyro-

chécs aux valeurs exactes n'a donne aucune erreur.
11 ne peut pas toujours en ètre ainsi. Faisons une Iroisiï-mr

épreuves.

Cherchons la valeur probablede l'écart s considéréen jjiïiii-



dcw' absolue cela esl nécessaire, car sans cela tes termes négatifs
flétrairaient les termes pifetilife it lé résultatserait nui.

La valeur probable de d'après lu formule adoptée pour re-
présenter la probabilité d'une erreur s, est

L'intégration s'étend de o l'infini seulement, parce que nous
ne considérons pas les valeurs négatives,dont un tient compte ce-
pendant eu introduisant le multiplicateura.

Posons

L'intégrale devient

telle esl l'expression opprochéede la valeur probable de z.

Ut. Calculons exactement la valcur probable de l'écart.
La probabilité d'un écart égal a est le terme du développe-

ment de (p duns lequel l'exposant dc/> est ct celui
de q, [xi/–i.

Il faut multiplier ce terme

par 3, afin de former l'espérance mathématique de celui qui
attend une somme é^ale à s. Ou a, cause de fi

et M~s z sont les exposants de y et de q dans le
terme de ip q)*. Or, multiplier un terme



c'est prendre la dérivéepar rapport àpy en retrancher la dérivée
par rapport à q et multiplier la différence pur pi/.

Nous devons donc prendre les termes de développement de
(p "'•Q-'P pour lesquels s est positif, c'est-à-dire

et retrancher la dérivée par rapport ù q de la dérivée par rapport
pour multiplierensuite le résultat par pif.

Les termes, on le voit aisément, se détruisent deux deux: la
dérivée par rapport a q du second est étialc à la dérivée du pre-
mier par rapport p; la dérivée du troisième par rapport q est
la dérivée du second par rapport àp, et ainsi de suite; il ne reste
que la dérivée du dernier par rapport à p.

C'est le produit par ppq du terme maximum, c'est-à-dire, d'après
la valcur approchée (57) de ce terme.

Il faut doublier ce résultai, puisque nous n'avons pris que les va-
leurs positives de 3 il s'accorde avec l'expression obtenue

Nous pouvons donc accepter avec confiance l'expres-
sion (9) pour la probabilité d'un écart égal à

Im probabilitépour que soit inférieur à une limite donnée x.
c'est-à-dire pour qu'il soit comprisentre et -i- sera

(>'<)



Cette probabilité s'olitiendradansclvaque cas particulier à l'aide
de la Table des -valeurs de la fonction

que l'on trouvera à la fin du Volume.
Q(l), on peut le voir à l'inspection de la Table, tend rapide-

ment vers l'unité; on a
>-

66. On peut, sans consulter la Table des valeurs de la fonc-

tion déduire de la formule (g) d'importantes conséquences.
L'écart zéro est le plus probable. 11 a cependant une probabi-

lité infiniment petitelorsque le nombredes épreuvesdevient infini.

La formule qui représente la probabilité d'un écart inférieur si «
s'annule pour-/ = o. Il faut remarquer qu'ensubstituantunevariable
continue à l'écart, qui nécessairement est entier, nous devons,

pour représenter l'écart nul, prendretout l'intervalle entre = o
et et == i. Nous n'avons plus alors une probabilité rigoureusement
nulle, qui devrait diminuer la confiance inspirée par la formule.

Si l'on assigne à x une valeur déterminée, quelque grande
qu'elle soit, la probabilité pour qu'il ne la dépasse pus tend vers
zéro lorsque <x augmente sans limite.

On peut regarder comme certain, par conséquent, que, le

nombre des épreuves croissant indéfiniment, l'écart croîtra sans
limite. La probabilité pour qu'il reste au-dessous d'une limite
donnée est infiniment petite.

Ce résultat fixe le sens du beau théorème de Bcrnoulli; l'écart
relatif est de plus en plus petit, l'écart absolu de plus en plus
grand.

67. La certitude, quand les épreuves se multiplient, de voir
l'écart absolu grandir sans limite peut se démontrer a prioni,
indépendamment de toute formule.

Le résultat le plus probable de tx épreuvessuccessives est l'arri-



véo y.p fois de l'événement dant la probabilité est p. Cuite pro-
babilité maximum,quoique lrlus grande que toutesles autres, tend
vers zéro elle est proportionnelle1

Les autres, qui sont plus petites, tendent a fortiori vers zéro;
et, si l'an en prend un nombre désigné, quel qu'il soit, leur somme
ne peut manquer de tendre vers zéro lorsque, cc nombre restant
lixe, [x augmente indéfiniment.

08. Il faut insister, en donnant un exemple, sur cette distinc-
tion entre l'écart absolu, qui doit grandir, et l'écart relatif, qui
tend vers zéro,

On joue pile ou face. Comhien doit-on faire d'épreuvespour
que la probabilitéd'obtenir hilc ou face, sans préciser lequel, un
million de fois au moins de plus que l'autre surpasse

Il faut déterminer j>. par l'équation

On trouve dans la Table de la fonction

69. La probabilité d'un écart plus petit quc x est, en gé-
nGral,

il dépend du rapport -*• et tend rapiclementvers l'unité quand ce

Il. y' Il



augmentera sans limite et lit probabilité d'un écart moindre que
x se rapprochera de la certitude.

Cherchons, par exemple, le nombre d'épreuves qu'il faut tenter
la roulette pour avoir yt; à parier contre i de voir le zéro sortir

plus d'une fois sur quarante en iiiovenne. Le nombre de sorties
le lrlus probable est une sur trente-sept; si lt; zéro sort moins
d'une lois sur quarante, l'écart est négatif et plus grand que

La probabilité d'un écart plus grand que a, si l'on pose

Quelque petit que soit l'écart relatif assigne, on pourra faire

un nombre d'épreuves assez grand pour rendre la probabilitéde

ne pas l'atteindre aussi grande que l'on voudra.

70. Deux écarts remarquables ont reçu des noms qu'il faut
connaître.

On a



L'écitrt x défini par l'équatiuii

se nomme l'écart probable sur p épreuves.
L'écart moyen est la valeur probable de l'écart; il ,i pour

valeur (64)

Le rapport de l'écart probable à l'écart moyen est o,84(i.'J. Ils
sont l'un et l'autre proportionnels à la racine carrée du nombre
des épreuves.

71. On représcute souvent le nombre d'arrivées de l'événe-
ment dont la probabilité est p, sur épreuves successives, par

En assignant il c une valeur numérique donnée, la probabilité
pour que le nombred'arrivées soit compris entre les limites indi-
quées par cette formule est un nombre fixe, indépendant de jx, de

p et de q.
Dans une série quelconqued'épreuves, il y a un il parier eontre

un de voir le nombre d'arrivées de l'événement dont la probabi-
lité est p compris dans les limites



72. La forrnule (i4) permet de définir avec précision ce qu'on
stoit ctitciidrc pur Jouer plus ou moins gros Jeu.

Pierre joue 1000 parties, l'enjeu est ifr; Pau! en joue iou, mais
l'enjeu est io'v.

Tous deux peuvent perdre »ooofr. Ils courent les mêmes
risques, mais n'v sont pas également exposés. Supposons titi jeu
équitable; la probabilité de gagner estp, celle de perdre est q.
La mise de Pierre est a, celle de son adversaire est Il, et l'on a

Si Pierre gagne up + h parties, il en perdra p q h son béni-.
ticescra

11 est proportionnclà li.
La probabilité pour que la somme perdue ou gagnée soit infé-

ricure à Il (a b) S est donc

La situation faite aux joueurs par les conditions du jeu et par
le nomhre des partiesest déterminéepar le produit (a • b) s/jx/iq.

Pierre expose i ofr par partie et joue aoooo parties, avec chance
égale de gagner ou de perdre.

Paul expose également iofr, mais sa chance de gain est ± seu-
lemcnl; il doit, en cas de gain, recevoir 350f,. Combien Paul
doit-il faire de parties, à ce jeu équitable, pour courir les mêmes
risques que Pierre?

Le nombre 1'- des parties est donné par l'équation

La situation de Paul, qui joue 5;t parties, serait exactement
la même que celle de Pierrequi en joue ao ooo, si les formules



étaient rigoureuses; elles ne sont qu'approchées. Il ne faudrait.

pas les appliquerde petits nombres.

73. Supposonsque, dans un pays qui compte tornillions d'élec-

teurs, on en désigne »o ooo par un tiragc au sort, pour leur faire

élire un représentant. En supposant que le pays soit partagé entre
deux opinions, 4 îooooo d'un côté et 5 âooooo de l'autre, quelle

est la probabilité pour que le candidat élu appartienneil la mino-
rité.

Le problème est identique celui-ci
La probabilité d'un événement est o,4à, cette de l'événement

contraire 0,55; on fait entre eux xoooo épreuves, quelle est la

probabilité pour que l'écart dépasse ioon en faveur de ('événe-

ment le moins probable.
La combinaison la plus probable donnerait à la minorité

yooo électeurs sur aoooo. Pour que le hasartl la transforme en
majorité, il faut un écart supérieur à tooo, dont la probabilité
s'évaluera en divisant par a l'indicution fournie par la for-
mule (if ), qui se rapporte à un écart inférieur à a dans un sens

ou dans l'autre.
La probabilité pour avoir un écart supéricur à iouo est

W(io) diffère tellement peu de l'unité que l'événementpeut être
regardé comme absolument impossible. La probabilité de gagner
deux ruines de suite à la loterie serait beaucoup plus grande.

L'expérience semble démentir la théorie. Les minorités sont
représentées,et, sans qu'ily ail aucune relation entre leur nombre

dans le pays et celui de leurs élus, celui-lù est loin d'ètre nul.
Le calcul hrécédent suppose, en effet, que, tous les électeurs

('tant inscrits sur une seule liste, on y prenne :«oooo noms au ha-
sard pour composer le collège électoral. 11 n'en est pas ainsi; les

élccteurs d'un même département, d'un mimc arrondissement
quelquefois ou d'une memc ville ayant des intérêts communs, ne



pouvant manquer de' .subir les mûmes influences, ne sont nulle-
ment assimilables à un groupe de votants désignes -indépendam-
ment les uns des autres star IL. pays tout entier.

74. Lorsque la probabilité d'un événement est connue, on
petit prédire avcc presquecertitude la valeur approchée du nombre
d'arrivées de cet événement sur un nombre connu d'épreuves.

Il faut cependunl faire d'importantesréserves.
Le théorème reste vrai quand la probabilitéde l'événement est

inconnue. Le rapport du nombre des arrivées de l'événement au
nombre total des épreuves s'approchera certainement de cette
probabilité inconnue, si l'on augmente sans cesse le nombre des
épreuves. Si, par exemple, on puise dans une urne contenant des
boules hlanclres et des houles noires, en remettant après chaque
tirage la boule qui est sortie, le rapport du nombre de boules
blanches sorties au nombre des tirages convergera vers la proba-
hilité assignée par la composition de l'urne.

Mais deux conditions sont nécessaires la probabilité ne doit
pas changer pendant les épreuves, et elle doit avoir une valeur
déterminée.

Un événement incertain n'u-l-il pas toujours une probabilité
déterminée connue ou inconnue?

Il faut se garder de le croire.
Quelle est la probabilité pour qu'il lrleuve demain ?
Elle n'existe pas.
Non pas parce qu'elle varie d'un jour à l'autre avec l'état du

ciel et la direction des vents mais parce que dans aucunecircon-
stance elle n'a de valeur objective, la même pour tous ceux qui
l'évaluent sans se tromper.

Il pleuvra ou il ne pleuvra pas, l'un des deux événements est
certain, dfis à présent, et l'autre impossible. Les forces physiques
dont dépend la pluie sont aussi bien déterminées, soumises ir des
lois aussi précises que celles qui dirigent !cs planètes.

Oserait-on demander la probabilité pour qu'il y ait éclipse de
lune le mois prochain ?



Un homme est âgé de quarante ans, quelle e,t la probabilité

pour qu'il vive dans dix ans ?

Ni l'événement cette fois, ni l'événementcontraire n'ont, riAsù it

présent. certitude égale à colle d'une éclipse, mais la probabilité

n'a pas davantage, pour cela, de valeur objective-, indépendante

des rcnseignements connus et du bon jugement de celui qui cu fait

usage.
Le roi de Siam a quarante ans, quelle est la probabilité pour qu'il

vive dans dix ans? Elle est autre pour nous que pour ceux qui ont
interrogé son médecin, autre pour te médecin que pour ceux qui

ont reçu ses confidences; très différente enfin pour des conjurés

qui prendraientleurs mesurespour l'étrangler le lendemain.

Toutes ces probabilités sont subjectives, il n'en existe pas d'ob-

jective. L'esprit se refuse à concevoirune urne contenant des boules

blanches et des boules noires que l'on puisse composer chaque

matin de telle sorte que la chance de vie pendant la journée

puisseêtre remplacée,pour un individu désignc, par le tirage d'une

boule dans cette urne.
Les cas précédents ne peuventêtre pris pour exemples de l'appli-

cation du théorème de Hcrnoulli. Que le roi de Siam meure ou
vive, il est impossiblede renouveler l'épreuve.

Il faut considérer, au lieu d'un événement isolé, une classe d'é-

vénements définis tous ensemble sans distinction. La réponse
alors est moius évidente.

Quelle est la probabilité pour qu'il pleuve dix l'uis à llaris poil-
dant le mois de janvier? On ne dit pas de quelle année.

Pour qu'un habitant de Paris jÀçp de quarante ans vive encore
dans dix ans? On ne désigne pas l'habitant.

Ces deux questions, semblables en apparence à celles qui ont
été posées d'abord,en sont réellement très diiïércnlcs. Nous réu-

nissons en effet, sans distinguer entre eux, tous les jours du mois

de janvierde toutes les années et tous les hommes âgés de qua-
rante ans, au lieu de désigner un seul ,jour et dlr s'occuper d'un

seul homme.

Supposons que les progrès de Il Science permettent la prédit-
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du hasard, mais pour l'y faire rentrer s'it s'agit d'un jour indéter-
minu du mois de janvier choisi dans une année indéterminée.Mmilatioutissu une devient possible alors. Le nombre, dosboules est le nombre des journées de janvier pendant un grand
«ombre de siècles; celui cies boules blanches, le nombre des jours
de pluie.
Une différence subsiste. Dans les épreuve, relatives aux jours

de pluic; ou ne peut ni agiter les boules ni les remettre dans
(urne. En fermes plus clair*, l*âvâncnu>ul observé un jour n'est
pas sans influence sur celui du jour suivant.

S'il s'agit des chances de mort pour un Françaisde quarante
ans, la question est moins évidente encore. On ne peut plus sup-
poser le Tableau des événements dressé il l'atvanceavec certitude
ni accepter, a priori, l'assimilation avec les dans une urne.Il n'est pas permis d'affirmer la régulant,* de la proportion des
décès dans une grande ville ou même dans un grand pays.Cette régularité est révélée par la statistique; elle est très re-marquable, mais nullement nécessaire.

Le rapport du nombre des décès à celui des survivants est, pour
un âge donné, Ieu près invariable.

Le rapport du nombre des naissances masculines ù celui des
naissances féminines est constant Il très peu près, Il toutes les épo-
(lues et dans tous les pays.

Il serait impossible de le démontrer a priori.
Le nombre d'hectolitres de blé récoltés dans un département

varie d'une année Il l'autre.
Pourquoi celui des naissances est-il invariable?
On ne saurait en dire la raison.
La constance des rapports, quand elle est constatée, donne-

t-elle le droit d'assimiler les chances de décès et «-elles des nais-
sances pour l'un et l'autre sexe Il des tirages faits dans une urnede composition invariable?

La conséquence n'est nullement permise.



Les tirages au sort, si l'urne est composée pour cela, seront
d'accord, en moyenne, avec la statistique. C'est une vérité iden-
tique.

Mais de l'égalité des moyennes peut-on conclure celle des
chances d'écart ? Ce serait admettrece qui est en question.

Suhstituons aux hommes d'une même ville les moutons d'un
même troupeau et faisons la statistique de l'a ba Hoir; un marché
fait pour un grand nombred'années régie Je nombre des victimes,
la régularité est parfaite. On petit composerl'urne dans laquelle

on tirera avec certitude, pour un nombre suffisant d'épreuves, un
nombre moyen de boules noires égal à celui des moutons sacrifies
chaque jour.

L'assimilation n'ira pas plus loin. Le nombre des lyoules noire,
variera d'un jour l'autre; le nombredes moutons sera invariable.

On fait une expérience sur les dés. On les iutruduit dans

un cornet, ou agite, on les lance et on note le coup. L'épreuve ré-
pétée aoooo fois confirme les prévisions théorique: Tous les cas
se produisentproportionnellcrnent leurs probabilités. L'expéri-

mentateur se fatigue une seule chose importe après tout, c'est de

mettre le hasard à t épreuve. Il dicte les points sans jeter les des,
il s'interdit le choix, le hasard parle par sa bouche.

Obticndra-t-il les mêmes résultats? Aura-t-il doublets
environ sur Oooo épreuves? Le nombre des points impairs sera-
t-il peu différentde celui des puints pairs ?Il serait téméraire de l'af-
firmes-. L'improvisateur des coups de dés peut se dire il y a long-

temps que je n'ai appelé le double six, l'impartialité veut du'il ait

son tour. Le sort n'a pas de tels scrulrulcs, et il pourra arriver
qu'une trop grande conformité aux proportions prévues trahisse
l'intervention d'une cause perturbatrice.

Si l'on jette deux dés (iooo fois de suite, Ic nombre
le plus probable des doublets est iooo, l'écart probable est

et l'écart moyen

Si, cnlfuisaut. iouu séries de 6000 coups, tous les écarts sont
inférieurs il -Au; si la valeur moyenne des écarts, au lieu d'être a3,



est inférieure à on pourrait affirmer avec une certitude
presqueinfitittiMc l'existence d'uae cause régulatrice corrigeant les écarts

du hasard.

7S. Lorsque la probabilité d'un événement est variable d'une
épreuve à l'autre, le théorème do'Bernaiilli n'est plus applicable.

La généralisation proposée par Poisson sous le nom de loi des
«mmk nombres manque non seulementde ligueur, mais de pré-
cision. Les conditions supposées dans t'énoncé échappent par le
vague toute- appréciation mathématique.On peut, dans un cassimple «-t digne d'intérêt, appliquer le théorème de Bernoulli,
malgré lu variation des chances pendant les épreuves.

Supposons une urne contenant un nombre A de houles blanches
ou noires, la probabilité d'en extraire une boule blanche est p,celle d'extraire une boule noire est

On lait ;x tirages sans remettre dans l'urne les boules dui en
sork-nt. Si et sont de grands nombres, il est très probable que
le rapport du nombre des boules blanches sorties ù celui des
boules noires différera peu de J. En ne remettant pas les boules,

on change il chaque épreuve la probabilité de choisir une boule
blanche; mais ce changementest, en quelque sorte, un régulateur
de la proportion prévue par le théorème de Bernoulli. Quand la
proportion d'une des couleurs est inférieure il ce rappurMionnal,
la probabilité pour elle augmente et les épreuves suivanlcs ontplus de chance pour corriger l'irrégularité.

On peut préciser cette indication.
Soient le nombre total des boules, Ip «-lui des houles blan-

ches, /.y celui des boules noires. La probabilité de tirer sur
j* épreuves -k boules blanches et ;i- k boules noires est.
comme on le voit aisément,



Ou Il trouve (u8 approximativement

C'est précisément ht formulequi convient an cas où l'on ne re-
met pus les houles, dans laquelle le nombre îles tirages est nuil-

tinlic par .-•
Si l'on tire la moitié des houles sans les remettre, la probabi-

lité d'un môme écart absolu entre le nombre des boules blanches
et le nombre le plus probable sera ta même que si t'on tirait un
quart seulement en remettant les boules.



CHAPITRE V.

DÉMONSTRATIONS ÉLÉMENTAIHESDU TilÉOKÊME

DE UEKNOt'LLI.

I.Viii|iluidu nlcul est cumiunlilaà celui il un ioilru-
luciii iMit un vurmall vim-ivuit>iitla iirrâitlu».

Lorsqu'un événement douteux peut se présenter de plusieurs manières estqu'une certaine grandeur résulte de chaque épreuve, la valeur pruliuble diffère-
de moins en moins de la inoveiim: des valeurs obtenues. 77, Application il
une série rle parties laites ir un iiieinc jeu de hasard. 78. Cas où le jeu est équi-
table, les énoncé* se truuveMt en défaut. Épreuves successives de deux
événements contraires. 80. Troisième démonstration du théorème de Ber-
noulli.

76. Le calcul dont partie l'ourier est celui des moyennes.
Lorsqu'un événement douteux peut se présenter de plusieurs

manières entre lesquelles prononce le hasard et qu'une certaine
grandeurrésultc de chaqueéprouve, la valeurprobable définie
différera de moins en moins de la moyenne des valeurs obtenues.

La probabilitéd'une différence supérieure à un nombre dunné,
si petit qu'il soit, tend vers zéro quand le nombre des épreuves
augmente.

Soient y, ),“ les valeurs possibles d'une grandeur,
Pi, , Pu leurs probabilités. La valeur probable de la grandeur
est par définition

Si l'épreuve renouvelée uu grand nombre de l'uis donne succès-



vivement tes vnteurs xt, r;j., ht moyenne arittitnétique

différera peu, si est grand, de la valeur probable G.
ltien. n'est certain, bien entendu, mais la valeur probable du

carré de la différence

tend vers iéro lorsque y. augmente. Lorsque la valeur probable
d'une grandeur tend vers zéro, on n'en peut rien conclure. De

grandes valeurs positives peuvent avoir grande probabilité, aussi
bien que les grandes valeurs négatives qui les compensent; il en
est autrement quand la valeur probable d'un carré est très petite.
Toutes les valeurs possibles étant de même signe, aucune ne peut
à la fois n'être pas très petite et ne pas avoir une probabilité
très petite. La probabilitépour que la valeur surpasse un nombre
donné tend nécessairement vers zéro.

Nous considérerons, dans le cas actuel, l'expression essentielle-

ment positive

pour démontrer que sa valeur probable tend vers zéro.
L'expression (i) peut être remplacée, en adoptant uue notation

bien connue, par

(2)

)w, ).“ désignant, comme on l'a supposé, les valeurs pos-
sibles de .*• x>, . t't/),)j, pu leurs probabilités, la

Représentons-la par II; xj, .r'?, rji ont même valeurprobable,
puisque rien ne les distingue. La valcur probable de ï.r? est donc

pli.



La valeur probable de .r,u- esl (48) le produit de la valeur
probable G de xi par la valeur égale Cf de x-p.

La valeur probable de ay e,t G.
La valeur probable de la somme (a) est donc

qui se réduit à

(ï)

Quels que soient Il et G, elle tend vers zéro lorsque u aug-
mente.

77. Le théorème précédenta de nombreusesapplications.
Pierre joue un jeu de hasard. S'il gagne, il recevra une somme

b, enjeu de son adversaire; s'il perd, il donnera une somme a. Lu

probabilité de gagner est p, celle de perdre esl c/. Le gain prn-
haLle à chaque partie est

Si donc, après y. parties, on nomme X le gain, positifou négatif,
résultant de ces a parties, la valeur probable de

(il

En multiloliant l'expression ( f par ;J, la valeur probable sera
multipliée par u. et



Si l'on représente ce carré par s-, on aura

(Ci

Le gain X faitsur parties ie un jeu quelconque est donc repré-ente par lu somme de deuix tenues l'un, complètement connu,
proportionnelau nombre des parties jouées; l'autre?, qui dépend
du hasard et dont le signe même est inconnu.

Lu tel énoncé, si l'on n'ajoutait rien, serait insignifiant.Ignorer
dans nue somme la valeur et te signe de l'un des termes, c'est ne
rien savoir sur la somme. Mais, sans connaître e, nous avons sur
lui un renseignement.La valeur probable de ïa est
elle est proportionnelle celle de t est donc de l'ordre de v'û
et le second terme de (G) deviendra de plus eu plus petit par rap-
port au premier lorsque iji croîtra sans limite.

Nous comparons, il est vrai, la valeur certaine du premier terme
à la valeur probabledu second. Nos conclusionspeuvent être en dé-
faut, mais, lorsque augmente, la probabilité pour qu'il en soi)
ainsi tend vers /.éro. 11 faudrait que le hasard rendit infiniment
grand par rapport à sa valeur probable.

Si m désigne la probabilité d'une valeur supérieure a x, il en
résulte dans la valcur probable de cette grandeur essentiellement
positive un terme roa-, rlui deviendrait lui seul lrlus grand que
ta somme dont il fait partie, si, lorsque z augmente, 'n ne détenait
pas très petit.

Eu réduisant l'évaluation du gain fait en y. parties au pre-
mier terme

C)

on pourra affirmer avcc une certitude croissante que l'erreur /<•-
lativc tend vers zéro lorsque

;jl augmente sans limite.

78. Le cas où le jeu csl équitable doit être traité à pari.
On a alors

elle théorèmeest en défaut.



Le premier terme de la valeur (6) de X étant nul, te gain fait

ense réduit h

On ne peut ricn affirmer sur son signe. Quelque grand que soit

u, Pierre,à un jeu équitable, petit perdreou gagner.La valcur pro.
bable du carré du gain positifou négatif est proportionnelle au
nombre dcs parties. On peut donc tenir pour certain qu'après

un grand nombre de parties la valeur moyenne du gain fait

chaque partie par celui rlés joueurs que le hasard a favorisé sera

très petite. La valeur probable de p carré du gain moyen par
partie, est en effet

elle tend vers zéro quand augmente.

79. Le théorème démontré (77) peut s'appliquer aux épreuves
successives entre deux événements contraires.

Soientp et <y
les deux probabilités. Leur somme est égale à l'u-

nité; une série de :.1. épreuves amenant dans un ordre réglé par
le hasard, l'un ou l'autre de ces deux événements peut donner lieu
.1 un jeu équitable. Pierre gagnera la partie si l'événement dontla
probabilité est p se présente; sa mise sera égale il p, eelle de l'ad-
versaireégale à y.

On aura, en adoptant les notations du théorème (77),

Si, sur jjl parties, Pierre en gagne in et en perd son
gain sera

(il)



est donc (76/

elle tend vers zéro lorsque jj. augmente. On peut donc affirmer

avec une certitude croissante que la différence entre te rapport
la et ta probabilité/;tend vers zéro lorsque le nombre des épreuves

augmente. C'est le théorème de iJcrnoidli.
La valeur probable de l'expression (8) u été obtenue déjà sous

une autre forme.

La valeur probable (Gâ)ducarréde l'écart sur p épreuvesest \t.{/q.
Cet écart est la différence m ja/>. La valeur probable de

(m \xpf étant upq, celle de

est'1?.

C'est le même théorème.

80. Nous donnerons du théorème de Bernoulli une démon-
stration plus simple encore que la précédente.

Supposons deux événements contraires nvunl pour prob;il>ilité'<

ely. Sur ijl épreuves faites entre eux, les nombres d'arrivée* le<
plus probablessont pp et nommonsécart la diflerence entn-
le nombred'arrivées de ('t'-vénement dont la probabilité esl p et b-

nombre le plus probable <xp.

On promet ¡i Pierre une somme égale Il la \nleiir absolue de l'é-
cart, el non plus Il son carré comme on l'a supposé dans lu démon-
stration précédente. Sans calculer l'espérance miitliéinatiipn; de
Pierre, nous allons démontrer que, le nombre jt des épreuves
grandissant indéfiniment, cette espérance est très petite par rap-
port à JA.

Désignons par y(jt) l'espérance mathématique de l'ii-nv.
Si l'on double le nombre des épreuves,

très différent de a 'f(i
Partageons, en ¡'()'et, les >.y. éprcuwrs en deux sérii-> de x.



L'éwri. Petit, tlans les iltrux séries, avoir le. même signe ou des

signes différents. Dau* te premier cas, l'écart total est la somme
des deux écarts partiel-; dans le il il est leur différence.

L'espérancemathématique, sï l'on sait que le premier cas se prao-
duit, «si dans le second, elle est évidemment pluspetite.
Désignons-la par ?.•}( \j.\> x étant ltluw petit que l'unité.

Soient/), la probabilité pour que, sur ja épreuves, l'écart soit

positif, tf, pour qu'il soit négatif; la probabilité pour que, dans

lc; deux séries de tA épreuves, les deux signes de l'écart, soient
semblables est p\ •+- c/J pour qu'ils soient différents, elle est

'>f/i. On en conclut

ue pourrait tendre vers l'unité lorsque augmente que dans deux

ras ou bien l'une des proliubilités p, ou '/i tend vers zéro, ou
bien 7. tend lui-même vers l'unité.

La première hypothèse est impossible. Si, en effet, />, tend vers
zéro, il en résulterait que, sur un nombre d'épreuves indéfiniment

croissant,on pourrait regarder comme certain que l'écart sera d'un
certain signe. En jouant alors au jeu équitable, défini (79), l'un

des joueurs, après un jçrand nombre de parties, serait certain de

gagner.
La seconde hypothèse est également inadmissible.

L'espérance mathématique de celui qui attend la différence

de deux écarts ne peut être la même que s'il attend leur somme.
Non:! pmuvons donc écrire

étant plus petit que l'unité et ne s'en approchant pas indéfini-

ment.



On nn conclut

Les facteurs G,, Go, G,, élan! plus petits que l'unité et ne
tendant pas vers l'unité, leur produit tend vers zéro. En posant
a" = on Il, lors(]iic grandit sans limite,

J/c*p('<rancc mathématique de celui qui attend une somme (!gale

ù l'écart absolu surépreuves est donc très petite par rapport au
nombre des ('preuves, ct l'on peut regarder,parconséquent, comme
certain qu'âpres un nombre indéfiniment croissant d'épreuves
l'écart est infiniment petit par rapport au nombre des épreuves.



CHAPITRE VI.

LA RUINE DES JOUEURS.

SI le nombre des parties et! Indi-nnl. livanlats du
joueur lo plut rli-lit ferait fnlliil si en rorlune jiuuvttit!(« c «t puur cela que c'est courir à une ruine cer*
tilur que de jouer InUlfrcrcainicot«t«c iou« ceux que
« miconirciii.

Annie.

81. Lorsqu'un joueur joue indéfiniment il un jeu équitable, sa ruine tut ou toril
est certaine. La proposition semble contradictoire,elle ne l'est pas. Lors-
que deux, joueurs luttent indéHnimcnt,quelle* que soient les conditionsdu jeu,
l'un des deux doit Unir par sc ruiner. S3. Calcul numérique 8i. La perte
pcut entraîner la ruine avant la tin du nombre convenu de parties. Cela accroît
les chance* de ruine. Deux mania-os d'énoncer le problème de la ruine
des joueurs. 86. lits Pierre po«êdantm francs joue imli-finimcnt a un jeu
équitable. valeur probable du nombre des parties est infinie, Il n'y a pas
contradiction. M. IK-munsir.iti.in de l'cnnnn! préWMcnl. 8J. Calcul des
chances de ruinc dans un nombre donne de parties. in). Exemples numé-
riques. 91. Cas où deux joueurs ont tles fortunes données. Clisinrc de ruine
de chacun. Cas où le jeu n'est pas équitable. 9:3. Autre manière d'ob-
tenir le mime résiliât. !)i. (:as oit h.-» deux joueurs ont menu.' fortune et
exposent la même mise. !>f>. Probabilité pour qu'un joueur qui joue indé-
finiment Unisse par se ruiner. Trois cas peuvent se présenter. Le cas
ou la ruine n'c<t pas certaine est celui où le joueur a un avantage.
97. 1-Acniplc numérique. U8. Probabilité d'être ruiné précisémentaprès un
nombre donné de coups. Valeurapprochéede la probabilité. 100. Pro-
babilité, pour que la ruine soit postérieureau u.îlr" coup. Valeur maxima
de la probabilité. I0Ï. Valeur uiaxiina de la valeur approchée. 103. Valeur
probable du nombre des partiesjouées avant la ruine de l'un des joueurs.
lui. Cas où le j>h nV>t pus équitable. Théon-iue de %1. Itouché. |I15, Kvi-

denc(" apparente du thénrniie. |Uli. Insiiflhancc de la démonstration.
ÎII7. Itéduetion du ca« (.il Il! jeu est équitable au cas ijém'-ral. 1IIS. Cas où les
fortunes sont égales en roniuieni'aiil le jeu. IIW. Cil. où deux joueurs luttant
l'un contre l'autre peuvent 1'un ct l'autre être ruinés. Insuffisanced'un raison-



ncuicnl qui semble fui* simple. t tu. Cas où l'îcrrc cl l'util
cttiit a". fit. Ci* ofl \U possèdent ï'1. \\1. Ça» filtrai. 113. Exmuc»
d'une combinaison proposée pour accroître les chances de gain.

81. Le jeu ruine ceux qui s'y livrent. Il n'y exception que
pour les joueurs auxquels les conditions acceptées accordent un
avantage.

Le fermier des jeux à Monte-Carlo peut accroître sans crainte
le nombre des coups. La menace ne s'adresse qu'aux pontes.

Lorsque le jeu cil équitable, la ruine tôt ou tard est certaine.
La proposition semble contradictoire. En ruinant l'un des

joueurs, le jeu enrichit l'autre; eu s'exposant il perdre une for-

tune, on a l'espoir de lat doubler.
Cela n'est pas douteux; mais, quand la fortune est doublée, le

théorème s'y applique avec la même certitude elle peut doubler

encore, centupler peut-être, tout sera emporté la l'ois par un ca-
price du hasard. En combien de temps? Nul ne le sait; ta proba-
bilité augmente avec le nombre des parties et converge vers la

certitude. C'est cette progression extrêmement lente, il faut le

déclarer tout d'abord, il l'étude de laquelleest consacréce Chapitre.

82. Lorsque deux joueurs luttent constamment l'un contre
l'autre, quelles que soient leurs fortunes et les conditions, équi-

tables ou non, du jeu du'ils renouvellent sans cesse, l'un des deux

finira par ruiner l'autre; la probabilitépour qu'ils puissent faire un
nomhre donnéde parties tend vers zéro quand ce nombre augmente.

Lorsque deux joueurs, eu ellet, font un grand nombre de par-
ties, la probabilitéde la repartition la plus probable entre lus par-
tics gagnées et perdues par l'un d'eux tend vers zéro quand le

nombre des parties augmente. Elle est inversement propor-
tionnelle il la racine carrée du nombre des parties.

Si la probabilité de la combinaison la plus probable tend vers
zéro, il en est de même, plus forte raison, de toute nuire com-
binaison désignée et, par conséquent, aussi d'un ensemble de
combinaisons quel qu'il soit, dont le nombre ne croili'ail pas in-

définimentavec le nombre des parties.



(Quelles que soient les mises des don joueurs, ou peut assigner
uni» répartition «Je* pertes et des gains, telle que fa compensation
soit parfaite: et que chaque joueur, ¡'¡la fiu. se retrouve avec sa for,
tttuc primitive. Si, prenait pour point de départ ce mode de ré-
partitiuu, ou accroît le «ombre des ltartics gagnées par l'un de-;

joueurs, le gain sert) pour lui, pour cli;njne partie gagnée de plus,
cl par conséquent pour chaque partie perdue de moins, égal à lu

somme des deux niisi-g, et tout écart de cette répartition qui
équilibre les pertes et les gains ruinera l'un ou l'autre joueur, si,
multiplié par la somme des mises, il donne un produit plus
grand que la fortuite du plus riche.

En caractérisant les combinaisons par le nombre total des par-
tics «années par l'un des joueurs, le nombre de celles qui, ne
ruinant aucun des deux joueurs, permettent la continuation du
jeu est donc indépendant du nombre des parties jouées, et la pro-
babilité pour qui- l'une ou l'antre de ces combinaisonsse produise
tend vers /.i;ro quand le nombre des parties augmente.

H'A. Supposons, par exemple, que l'on joue il pile ou face,
l'enjeu Il ,1(;1111 ilr la partie. Si le nombre des arrivées de pile est
égal celui des arrivées de lace, il n'v aura ni perte ni gain.

Cherchons combien il faut fairede parties pour que la probabi-
lité d'une perte de i ooooo1' pour l'un des joueurssoit égale o,()o.o..

Pour que, en jouant iflla partie, l'un des joueurs perde i on ooorr,
il faut que l'écart, dans un sens ou dans )'autrc, soit plus grand
que .~>o ooo.

On entend par érarl. il n'est pas inutile peut-être de le rap-
peler, la dillërencc entre le nombre des parties gagnées et le
nombre relatif à la combinaison qui rend les pertes nulles. Cette
combinaison correspond, dans le cas actuel, l'égalité des perles
et des gains.

Si il- est le nombre des parties jouées, la probabilité de la com-
binaison la plus probable est (57.)



et, dans le ca; actuel, puisque p et sont égaux à

La probabilité pour que le busard atnène une des 100000 coin-
hinuisoiis pour lesquelles la perte est inférieure à ionooolr est
plus petite que

la probabilité d'une perte moindre que 100 uoo1' sera plus petite

que. et, par conséquent, cette d'une perle plus grande surpas-

sera o.jjyy.
L'inégalité (1) donne

millions de milliards de parties suffiraient pour rlonner la

probabilité demandée.
Si deux joueurs pouvaient faire ce nombre immense de partie.

il aurait pour chacun d'eux probabilité presque égale de
perdre plus de et probabilitéégale de les gagner.

Cftle évaluation numérique pourra rassurer ceux que la certi-

tilde de ruine effrayerai! plus qu'il ne faut.

La probabilité d'un écart reste la même lorsque l'écart

diminue ou augmente. proportionnellement ;'1 la racine carrée du

nombre des parties. Si l'on divise le nombrc des parties pur 1 mil-

liou. rn les réduisant la somme dont la perte par

l'un des joueurs aura <)oy chances sur 1000 sera réduite à ioolr.

La méthode précédente ne donne qu'une limite. L<- calcul

exact est facile.



La probabilité pour qu'en jouant un jeu équitable, les mises
étant a et b et les probabilités de gagner chaquepartiep et
la somme perdue ou gagnée sait inférieure une limite S a été
donnée elle est

en la retranchant de l'unité, on aura la probabilité pour que la
perte de l'un des joueurs soit plus grande que S.

On trouve dans la Table

on en déduira le nombre p des parties nécessaires pour que la
probabilitéd'unc perte supérieure à S soit égale à £.

Soient

Il faut faire G^ooo parties à ifr pour que la probabilité de
perdre ou de gagner 1 oofr soit égale ù -loti'

84. Les chiffres précédentes, dunnés sans commcntairc, fe-
raient naître une idée très fausse sur les chances de ruine.

Nous supposons le nombre des parties convenu à l'avance. On



réglera à la fin telte u été notre Iivpotlicse. La chance de perte
n'a rien alors de bien eflVayanl, ît u u une chance sur dix pour
qu'après 6m/{ ooo parties jouées tout sc réduise à une perte infé-
rieure A ioorr.

La chance de ruine que nous voulons étudier est bien diffé-

rcnte. On doit à chaquepartie déposer la mise; si donc, ù un cer-
tain moment, la perte du joueurdépasse sa fortune, il ne sera pas
admis à continuer et perdura toute chance de se relever. Lu
probabilité qu'il faut connaître n'est pas celle de la perte finale,
mais celle de ta perte maximum l'un des instants de la série de
parties.

Le problème peut être posé de deux manières. On peut
considérer deux joueurs jouant l'un contre l'autre ù des condi-
tions données, et chercher les chances de ruine pour chacun
d'eux et lesprobabilités relativcs à la durée du jeu, c'est-à-direau
nombre des parties jouées avant lu ruine de l'un d'eux. On peut,
et c'est une étude très diflerenlr, étudier le sort du premierjoueur
san, se préoccuper du seconde,supposerqu'il change d'adversaire,
qu'il en trouve toujours un dishosë a jouer aux niùincs conditions:

ou, ce qui revient au même, que celui contre lequel il entreprend
!a lutte ait une fortune infinie.

Dans le premier cas, nous l'avons vu (82), te jeu doit finir tût
ou lard par la ruinc de l'un des joueurs. La probabilité pour

que le nombre des parties nécessaires atteigne une limite donnée
tend vers zéro quand cette limite augmente.

Dans le second cas, quand un seul des deux joueurs peut être
ruiné, la ruine est également certaine si le jeu est équitable; la
probabilité pour que le nombre des parties dépasse toute limite
est infiniment petite.

On peut le démontrer sans calcul. Supposonsque Pierre pos-
,de m francs et qu'il ait résolu de risqucr une même somme à

un jeu équitable, tant qu'il pourra déposer sa mise.
Nous pouvons supposerqu'une première lutte s'établisse entre

Pierre et un adversaire de fortune égale. Le jeu est équitable.



Pierre a chance de sortir vainqueur de cette lutte: il possé-
dera alors 'Ain francs. Supposoas-liiialors un second adversaire

posséda ut comme lui a m francs, Pierre a chance y d'être ruiné

par lui, muischance aussi de le ruiner et de posséder 4 ni francs.

Pierre luttera alors contre uu adversaire possédant 4m francs, et
il aura chance un le ruinant, d'en posséder 9>m, La série est in-

définie. Uu voit que, pour échapperù toutes les chances de ruine,
Pierre devrait uvoir autant de bonheur que si, jouant sans cesse
pile ou face, il ne perdait jamais une sculc partie. Luc lotie per-
sistance doit être évidemment considérée comme impossible et
Pierre, tôt on tard, se ruinent.

L'assimilationavec le jeu de Irile ou face est évidente. Pour en
effacer toute dillcruncc, il faut supposeraux parties de pile un face

des durées croissantes. Si l'une d'elles ne finissait pas, la dé-
monstration perdrait toute sa force. Lu tel hasard (82) doit être

lenu pour impossible.

La démonstration précédente, en montrant la ruine du

joueur inévitable, n'apprendrien sur les probabilités relative-, au
nombre départies qui doivent l'amener. Xous pouvons,dû»à pré-

sent, démontrer tjuc la valcur probable de ce nombre de parties

est infinie. La contradictionsemble choquante.
La ruine est certaine, dit-on, et la valcur probable du nombre

des parties clui la procurent est infinie. Si le nombre des parties

est infini on ne pourra pas Ic, jouer, la ruinene s'accomplira pas

elle n'est donc pas certaine.
La ruine est certaine. 11 ne faut pas confondre le nombre des

parties qui, vraisemblablement, seront jouées avcc le nombre
probable des parties; il faut surtout ne pas oublier ce que nous
entendons par certitude. Quand on dit lu ruine est tôt

ou tard, on n'entend pas aflirmer qu'après un nombre de parties,
si grand qu'il soit, la ruine est assurée comme un théorème de

Géométrie. S'il en était ainsi, le nombre probable des parties ne
pourrait pas, évidemment, surpasser et serait certainement lues

loin d'égaler cette limite infranchissable.



La ruine est eertuiuc, eela veu dire lu probabilité puiu- que le
nombre des parties qui s'accompliront surpasse uni- limite don-
née teud ver» zéro quand celte limite augmente.

La valeur probable du Monture de parties est infinie. cela vettl
dire l'espérance mathématiquetk celui qui doit recevoir autant.
de francs qu'on jouera de parties est infinie.

Les propositions ainsi comprises ne sont nullement contradic-
toires.

Supposons que Pierre, se mettant au jeu avec i" seulement,
c'est le cas le lrlus défavorable, soit décidé «jouer, sans interrup-
tion, jusqu'à ce que ce franc soit perdu. La probabilité pour qu'il
le perde, tôt ou lard, est une certitude; mais, quelle que soit la
limilc qu'on voudra assigner, il y a possibilité pour que le nombre
(les parties juiices la surpasse. La probabilité pour qu'il en suit
ainsi tend vers zéro quand la limite augmente. Eu disant que Ir.

nombre des parties no peut pas être inlini, on ne veut pu.; dire
autre chose.

Si l'un llrcrurct Paul •'• par partie que jouera Pierre avant
d'avoir perdu lc franc qu'il possède en entrain au jeu. l'espérance
mathématiquede l'aul esl, par définition, le nombre probable îles
parties. Il faudra, pour la calculer, multiplier ebaque nombre pos-
sible par la probabilité correspondante. Or les nombres /«.mblcs
vont il l'infini: il Il'} a rien de contradictoire minoncerqu'en les
multipliant par des probabilités de plus en plus petites qui, sui-
vanl notrc façon de parler, expriment des impossibilités,la somme
des produits augmente sans limite.

Le résultat est analogue au paradoxe de Saint-J'élersbourj;.
dans lequel nous avons rencontre déjà une espérance mathéma-
lirluc rendue infinie par l'énurmité des sommes dont la probabi-
lité paraissait assez petite pour qu'on il' attacha) aucun prix.

87. Démunirons que la durée probable du jeu est infinie pour
un joueur qui change d'adversaire et veut risquer la même mise,
à un'jeu équitable, tant qu'il aura possibilité do la mettre au jeu.

Considérions d'abord deux joueurs, Pierre et Paul, possédant



chacun francs. Ihr luttent ù un jeu équitable jusqu'à la ruina
«le l'un d'eux. Soit «(a/rt) le nombre probable dex parties qu'ils
joueront, -j (tu) désignant, par la inûrnc notatiun, le nombre pro-
bablcdcs parties quand les deux joueurs possèdentchacun ?: francs.
La lutte entre Pierre et Paul pourra, sans que rien soit change

aux chances de chacun, commencer par deux épreuves distinctes.
Faut, clans une première série Je parties, risquera m francs
contre ne franc* de Pierre, et dans une seconde série il exposera
la seconde moilic de son avoir contre la seconde moitié de ccltti
de Pierre.

Deux cas pourront se présenter ou les deux luttes, quand
elles seront terminées, auront le même vainqueur, qui aura ruiné
son adversaire; ou chacun gagnera l'une des deux séries, et les
joueurs se retrouveront dans la situation primitive, possédant
chacun >.m francs.

On en conclut

<•»)

Le nombre des parties se compose, en effet, des nombres
de parties fuites dans les deux séries, et dont chacune a pour
wlcur probable(m). et de plus, éventuellement, du nombre de
celles qu'il futidra l'aire encore si, à la suite des deux séries, on
se retrouve dans la situation primitive, ce dont la probabilité
est 4,

LY-qiialion (a) donne

(3)

Supposons maintenant que Pierre, possédant m francs, ait ré-
solu de jouer sans limite contre tout adversaire qui se présen-
tera. On peut régler son jeu de ta manière suivante il butera
d'abord contre un premier adversaire possédant nomme lui

m francs. S'il le ruine, il possédera un francs; on lui opposera
un second adversairede fortune égal»1. S'il ruine le second, il pos-
sédera \m francs et pourra lutter, il chances égales, contre un ad-
versaire avant comme lui» francs. Le jeu continuerajusqu'à la



rencontre d'un adversaire <jut, If ce jeu toujours égal., réussira à
le ruiner.

On voit tuttt d'abord, comme on fa remarquédéjà (83), que la

ruine de Pierre est certaine; il ne pourrait l'éviter qu'on étant
toujours favorisé par le hasard dans une série indéfinie d'épreuves

pour chacune desquelles la probabilitéest
Le nonilire probable des parties est, d'après J'analyse précé-

tlente,

<i>

Pierre, en effet, est certain de jouer la première série, pour
laquelle le nombre probable des parties est 'z(m): il a probabi-
lité de jouer le seconde il suffit pour cela qu'il sorte vaim|iieiir
de la première; il a probabilité déjouer lu troisième, car il suffit

qu'il gagne les deux premières, etc. En ayant égard à la rota-

lion (3), la somme (() devient

clic est infinie quel que soit 'i(tn).

89. Les chances de ruine d'un joueur, à un jeu équituble, se
calculent aisément lorsque, le nombre des parties étant fixé à

l'avance, on doit lcs faire, quoi qu'il arrivc, et régler les comptes
à la fin.

p et q désignant les probabilités de perle et de gain Ii chacune

des parties, la probabilité pour que le nombre dcs parties per-
dues surpasse \tc/ -f- h, c'est-à-dire pour que la perte surpasse le

produit de h par la somme des mises, est

V')



Le premier terme est égalA. le second tend vers zéro quand

[* augmente.
La probabilitépour qu'un joueur, après un nombrecroissant de

parties, fasse un guin supérieur il une somme donnée, tend vers t,
quelle que soit cette somme, quand le nombre des parties ang-
meute sans limite.

Lu probabilité pour qu'il soit en perte d'une sommetgale tend

aussi vers -J-, et la probabilité pour que la perteou le gain restent.

pour un nombre croissant de parties, inférieurs à un nombre

donné tend vers zéro, quel que soit cc nombre. Le jeu, ou ne doit

pas l'oublier, est supposé équitable.

un, La probabilité d'une perte donnée pour un nombre donné

de parties diminue rapidement quand la perte assignée est
gronde.

Supposons que l'on joue parties, p et q étant l'un et
l'autre égaux à 1. La probabilité pour l'un des joueurs de perdre

un nombre de parties supérieur à joo-+-A, par conséquent d'être

en perte de un/¡, m étant la mise, est

Le Tableau suivant donne la probabilité pour que le joueur qui

possède a/* francs soit ruiné en jouant mille parties.



Le Tableau suivant donne le nombredes parties qu'il faut jouer

pour que, les deux adversaires ayant à chaque partie probabilité
de gagner, et l'enjeuétaut 1

fr, celui des deux qui sera favorisé par
le hasard ait une probabilité de gagner une somme supérieure

un nombre donné

aligne
dont la probabilité est

60o

Les parties, comme dans le cas précédent, seront jouées, quoi

qu'il arrive. Si le jeu devait se terminer dis qu'un joueur a ob-

tenu le bénéfice demandé ou dès qu'il ne peut plus déposer
mise, les résultats seraient très différents.

9l. ProblèmeXLIX.. Pierre et Paul font un nombre illi-

mité de parties Ii un jeu doit( les conditions sont équitables;

leurs fortunes sont ni et n. Quelle est, pour chacun d'eux, la

probabilité de ruiner l'autre ?

Le jeu devant se prolongerjusqu'à la ruine de l'un des joueurs

peut être assimilé une seule partie dans laquelle celui qui risque



ai francs devrait, s'il est vainqueur, en obtenir ut -f Il, L'espé-

rance mathématique duit égale à h mise, et, si l'on nomme /j
la probabilité pour que Pierre ruine son adversaire, l'équation

On peut calculer directement cette probabilité. Soil/X la pro-
habilite- pour que Pierre ruine Pont au moment où il possède

ac francs et où Paul, par conséquent, en possède m-i-n x.
On pourra écrire

Lorsque Pierre, en effet, possèdc x francs, il peut, lu fin de

la partie suivante, selon qu'il la gagne ou qu'il la perd, posséder

x + il ou x Il francs il y a donc probabilitép pour quev^ se
change en yx+i, et probabilité q pour qu'il devienne)^ L'é-

quation (5) en est la conséquence.
pb étant égal qa, puisque le jeu est équitable, la solution

générale de l'équation (5) est

et|i étant arbitraires.
Cette valeur dut> .satisfait, on le vérifie immédiatement, et,

renfermant deux constantes arbitraires, elle est la solution la plus

générale.
Ou a, pour déterminer les constantes,

qui s'accorde avec la solution précédente.

Cette solution peut donner lieu à une difficulté. Si les enjeux



ce et Il ne sont pas égaux ù t'unite, I'uij des joueurs pourra
être forcé de cesser le jeu avant d'avoir tout perdu, possédant

encorc une somme inférieure à la mise exigée. Nous négligeons

cette petite somme, qui, cependant,mettrait la formule en défaut
dans le cas où elle formerait une partie notable de la fortune du

joueur.

92. Puoblhmk L. Lxs conditions restant celtes du problème
précédent, oit ne supposeplus les conditionsdu jeu équitables.
Quelle est, pour chacun des joueurs, la probabilitéde ruiner

Un ingénieux artifice de Moivre pertnet de déduire la solution
de la théorise dc l'espérancemathématique.

Donnons Pierre, au lieu des m francs qu'il possède,m jetons du

valeur «s, ot sera choisi ultérieurement. Remplaçons

également les ta francs.de Paul par Il jetons de valeur *m+l.

g'5, «™+" qui continuent la progression.
Le jeu se faisant dans les conditions supposées, la mise de

Pierre sera a jetons, ait lieu de a francs, et c:elle de Paul il jetons.
On conviendra qu'à chaque partie Pierre exposera toujours les

jetons dont la valeur est exprimée par les plus hautes puissances

de et Paul, au contraire, ceux dont la valeur est représentée par
les plus petites.

La série des jetons restant toujours la même, fa séparation

après chaque partie se fera en un point différent, mais Pierreaura
toujours lca premiers termes de la série, et Paul tous les suivants.

La chance, pour chaquejoueur, de perdre tous ses jetons est
indépendante de la valeur qu'on leur attribue et, par conséquent,
du choix dc a. Le jeu sera équitable si l'on pose

Celle équation se réduit, quel quc soit x.



c'est-à-dire,p + si êlaiit égal à 1,

Le jeu, grâce à cet artifice, «taut devenu équitable, l'espérance

mathématiquede chaque joueur doit être égale sa mise; et,
si l'on nomme l' la probabilitépour que Pierre, (lui a ne jetons,

ruine l'aul, qui en a u, on aura

Le calcul de peut se faire directement.

Soit vx la probabilité, au moment où Pierre possède jc francs,

pour qu'il finisse par ruiner l'un), on aura, comme (5H),

pb n'Otant plusrgal àyrt, riulôgralede cette é(|uation est, comme

on le vérifie aisément,

C, et Ci étant des constantes arbitraires ct x satisfaisant la con.
dition

c'est le résultai di'-jii obtenu (<M).

L'équation (<>) Il pour racine a= qui, ne con-



vient |>as ou qui, plutôt, sert à former le premier terme de la fur-
mule (7), C,K.

9i. Si l'on suppose il = t et m n, la formule donne
titi résuttat signalé par lluygeiis clans un cas particulier.

On trouve

Les chances de ruine pour lesdeux joueursqui possèdent chacun
m francs, et exposent ir' par partie un jeu dans lequel les pro.
babilités de gagnerchaquepartie sont p pour l'un ct 1/ pourl'uulrc.
sont dans le rapport de/ à < On peut le démontrer directe-
ment.

Les deux joueurs ayant môme fortune et les enjeux élanlégaux,
les successions de perte et de gain qui peuvent ruiner Pierre cor.
respondent une à une aux successions de gain et de perte qui peu-
vent ruiner Paul; il suffit de changer les pertes en gains, et réci-
proquement, pour passer d'une série à l'autre. Dans l'unc des
séries, le nombre des parties surpassera de m celui des gains:
dans l'autre, ce sera le contraire. Les probabilités des deux com-
hinaisons sont donc entre elles dans le rapportde

Oc rapport est celui des probabilités totales dont les termes sont
en mémo nombre,

flîî. P110M.fc.UK LI. un jeu ènullnhle ou non.
mais daiu (feu conditions invariabtes d'une partie l'autre,
contre tout adversaire qui se présente, (hielle est tu probabilité
pour qiï 'il. finisse par se ruiner?

La solution de ce problème, déjà résolu en partie (8,'i), peut
se déduire des résultats précédents.



Lu chance de ruine est la même, évidemment, pour Pierre que
s'il hrttart contre mr adversaire de fortune infinie.

Lorsque, Pierre possédant m francs, son adversaire en possède

Il, la probabilité pour que Pierre soit ruiné est

fj et q sont les probabilités de gain pour chaque joueur chaque
partie, a la mise de Pierre, 0 celle de son adversaire. Il faut, dans

cette formule, supposer 1/ infini, Trois cas peuvent se présenter

a est plus petit que l'unité, égal à l'unité ou plus grand que l'u-
nité.

Si 7. est lrlus petit que l'unité, l'expression (8), en s supposant
/1 infini, se réduit l'unité. Il est certain que Pierre sera ruiné.

Si est égal à l'unilé, la formule prend la l'orme }, elle a pour
valeur le rapport des dérivées de ses termes par rapport a

égal l'unité quand Il est inlini.

Dans ce cas, comme dans le précédent, la ruine de Pierre est
certaine.

Lorsque «est plus grand que l'unité, la formule (S) u pour li-

mite La probabilité de la ruine de Pierre dans sa lutte contre

uu adversaire de fortune infinie n'est égale, dans ce cas, ni zéro,
ni il l'unité.

Il importe de chercher il quelles livpollit'-ses correspondent
les trois valeurs de u.

L'équation

Il, dans tous lei cas, la racine st= t. Pourqtte l'autre racine réelle



et positive soit égale il l'unité, il faut que l'équation ait doux ra-
cines égales et que, par conséquent,« suit racine do l'équation
dérivée

Le jeu, par conséquent, est équitable.
1-lotit- celui qui joue indéfiniment à un jeu équitable* a esi égal

à l'unitéet la ruine est certaine. Ce résultat a été obtenu
Le seul cas oit lu ruine ne soit pas certaine est celui de x plus

grand que l'unité le jeu alors n'est pas équitable et les condi-
tions favorisent celui des joueurs dont la fortune est limitée.

L'avantage, quelque petit qu'il soit, fait disparaître lu certitude
de ruine.

C'est le cas du banquier dans les jeux publics. tutti autre,
sa ruiue sentit certaine.

Un avantage est pour lui juste et nécessaire; il importe seule-

ntent de ne pas l'exagérer. La chance de ruine

lorsque a est plus grand que t. est petite. On peut, dans les con-
ditions où se placent liubituellemeut les maisons de jeu, la con-
sidérer comme nulle.

97. Supposons, comme u la roulette ordinaire.

Les mises ('tant supposées égalest", x est donné par l'équation

une des racine, comme toujours, est égule i; l'unité. (:*est l'iiutri:
qu'il faut prendre; on Il



La chance de ruine du banquier est donc

le étant le rapport de l'avoir du banquier à la mise totate de l'un
dcs coup.

Si l'on suppose n on a

88. Puobi.èmk LU. Pierre joue à un jeu dans lequel il«
chaque juiflie la probabilitép pour gagneret pour perdre la
probabilité q. L'enjeu est i('pour chacun des deux adversaires.
Quelleest la probabilité pour que l'ierre, qui possède m francs,
soit ruiné précisémentaprès avoir fait cle telle sorte
que ta y.<*me partie lui enlève son dernier franc?

Pour que Pierre ait perdu m francs en ;x parties, il faut tj u"1 »} ait

perdu •*•" parties et

Le nombre y. étant tel que ces deux fractions soient des nom-
bres entiers, c'est-à-dire de niùmc parité que w, la probabilité

pour que, sur ;jl parties, Pierre en gagne est (iîi)

'•i)

Cette probabilité est plus grande que celle que nous cherchons.
On compte, en effet, comure séries de parties faisantperdre Pierre

en coups, toutes celles dans lesquelles, la fin de la ja1* partie,
il est en perle de m francs. On doit exclure celles qui, avant de

procurer la ruine de Pierre uu j/,1™0 coup, l'ont procurée déjà «i un
coup antérieur.

Pierre une fois ruiné, en cnet, le jeu doit cesser; il n'est pas
admis à exposer l'argent qu'il n'a pas.

l.e problème résolu (18) nous fuit connaître le rapport du



nombre des combinaisons qui ruineront Pierre en ,z coups ait
nombre total de celles (lui assurent en coul)s, joués quoi qu'il
arrive, Ift perte de ses nt franes.

Si l'on con sidère, en effet, t'unede ces combinaisons et qtte Pon

range les pertes et les gains dans Tordre oit fis se sont produits,

un les appelant en commençant par la dernière partie, l'excès du

nombre des pertes sur celui des gains étant m, te rapport du

nombre des combinaisons dans lesquelles, à aucun moment. les

pertes et tes gains ne seront en même nombre, au nombre total

des combinaisonsest (18) ni étant la différenceetta somme

des nombres de parties gagnées et perdues. Le nombre des cas qui

procurent ta ruine de Pierre doit donc être multiplié par la frac-

lion • La probabilité pour que Pierre soit ruiné pour ta pre-

mière fuis au jjl1™0 coup est

ildj

US). L'expression précédente peut être remplacée, lorsque// cl c/

sont égaux à J, par une valeur approchée très simple. Le faclcurqui

du plus

grand, dans le développement de (p + <{)* il a été calculé (58).
La probabilité de ruiner en 1'- coups précisément celui qui joue

i un jeu équitable 1 ifr la partie, et qui possède m francs, rsl

iu>

La probabilitépour que la ruine s'accomplisseen w coups
précisément permet de calculer celle pour «pi'clleait lieu après le
V"1" coup.

Cette probabilité est la somme des \alcurs c|ti<: prend IVxprcs-

sitin (10) quand on y remplace successivement u. par les valeurs

<x > jx 4 • ••• Il)(*. file parité, seuls nombrespossibles de par-
tics qui puissent procurer la ruine.



Si ai;*) désigne l'expression (io), la somme

prolongée indéfiniment est la probabilité pour que ta ruine tic;

Pierre soit postérieures au pka" coup. Cette somme, pour (le
grande» valeurs de u, peut être remplacée par

La probabilité pour que Pierre soit ruiné avant Ie ;x' coup
»*st, par )'conséquent,

Lu Table (les valeurs de la l'onction

se trouve ù la lin du Volume.

On en déduit, en appliquant la formule un cas d'un joueur ipii
possède ioolr cl dont la mise est de ifr par partie, avec probabi-
lité de gagner ou de perdre

l'roliubiliiù dVlru ruine.

Avant «l'avoir luit 2000 partit": o,o-«(i

ioon » <>,u
' loooi) '>,Jr<i

1-e Tableau suivant, calculé à l'aide do la formule (m), <|ue



pourdes petits nombres la formule approchée remplace nutl, donne
la pmbabitîté dv perdre n/' en un nombre précis de parties
inférieur à

Jio. Il,1;00!1;6;1; zit. o,no(iîj;i5
-it. o,oin.({i4i 54l. Il,001;.10106

Ji». o.ooigfiySo j,t. j: o.oofiaSgoO

«h..». aM. «foo85,ja68 s, o.wrficuoo
o,oo6.{84yK 5M. s, o,i«)>ij8C(ja
o,oo73gïgo •*«. Il,011:;8;6;;

j»j. (i,oo8o83!jC su. o,oo«oa35ï j»; Il,110;;304;
3ti. 0.008 «jî58 s, su. Il,00;60;\1;

Su. »,uii;(i7;y7 «,0(iJi»9io
-«•• jso.
J,o. o,oo9"{2;ao j! o,oo733fiî3 j, o.oor>alkto3j, «6l. «“ o,oo5i53tii
j,j. jm. <j,uo;oog)3 JM. o.oo5o{8.j(ï
s». jsm. o,<k)()85ijo j,^j, o,ooga57a7 «“ 11,11048475 {

-io.

101. Il est intéressantde chercher pour quel nombre de par-
lies la probabilité de voir la ruine du joueur s'accomplir au u.'

coup précisément a la valeur maxima. L'expression de cette pro-
habilité, en supposant les enjeux égaux à ur et la probabilité de

gagnerchaque partie égale à est



L'expression augmente avec tant que t'en a

La probabilité maxima est égale à

Si l'on remplaçaitl'expression (to) par la valcur approchée

la valeur maxima s'obtiendrait en égalant à zéro la dérivée pur

rapporta ;a; on trouve

La différence des résultats est, par sa petitesse, une vérifica-

tion de la formule alprochée.

103. Problème LUI. Pierre et Paul jouent à un jeu de ha-

sard. La probabilitéde gagnerchaquepartieest ppourl'ierre

et qpour Paul. L'enjeu de Pierre est a francs, celui de Paul

b francs. Pierre possède na francs, Paul n francs; le jeu est

équitable. Quelle est la valeurprobable du nombre des parties

qui seront jouées avant la ruine de l'un des joueurs ?

En nommant yx cette valeur probable lorsque Pierre possède

x francs, c'est-à-dire l'espérance mathématique de celui qui aurait

promesse de recevoir Il'. par partie jouée, on aura



Il est clair, en effet, que te nombre des parties jouéescomprend
d'abord tu partie par laquelleon commence,qui certainement aura
lieu, irl qu'après cette partie l'espérance mathématique eliercliér
est devenue un j-x-«, selon celui des deux joueurs qui

se

gagne.
La probabilité pour que la valeur de l'espérance mathématique

devienne yx+t étant p. et pour qu'elle devienne yx_a étant
l'équation (la) est tu conséquence immédiate des principes.

La solution générale de l'équation doit contenir deux cdn-
slaules arbitraires, et ne peut évidemment en contenir duvan-
toge,

Posons

Les conditions évidentes

Le nombre probable des parties est donc proportionnelau pro-
duit des fortunes des deux joueurs; il devient infini lorsque
l'uue des fortunes est infinie.



M. Rouché- a éumdu la solution précédente au cas où le

jeu n'est pas équitable, Il :t résolu ie problème suivant

Piioih.êmiïLI V. Piètreet Paul jouentaux condition* énon-

rées clans le problème précédent //lais le jeu n'est pas éqal-
table, lu différence pb qa n'est pas nulle. Trouver la valeur

probable du nombre des parties qui précéderont la ruine de
l'un des joueurs.

L'équation

définit, comme dans le cas précédent, le nombre probable (les

parties qui restent il jouer lorsque I'icrrc possèdes francs et Paul

in + n jc fraiicî.
On satisfait à cette équation, quelles que soient les constantes

qui v figurent, excepté dans le cas traité précédemment, en po-

sant

Ces valeurs sont donnée, par la substitution de (t3) dans l'é-
quation, en f'-crivantqu'elle devient identique. C et ( J" restent ar-
bitraires.Quelle que soient lcurs valeurs, l'équation est satisfaite.

On les déterminerapar les conditions

En nommant P la probabilité calculée pour que Pierre

linisse par ruiner Paul, on trouve, en effectuant les calculs,

fil)

résultatélégant clui peut s'énoncer ainsi

Ge nombre probable des parties est égal au rapport de t'a-



t'il le total <(< l'un di'* joueurs Il t'avantage du menu:
foiivnr dans chaque partit'.

(m -i- «)P est en effet l'espérance mathématique du joueur
(lui Il probabilité P de posséder l'enjeu total -j-«), m est la
fortune de ce joueur, et le numérateurest t'avantage qui résulte
pour lui de la décision jiri.se de continuer le jeu indélinimcnl. Le
dénominateur est, pour chaque partie jouée, l'excès de suu l-sjjû-
rance mathématique sur sa mise.

l()u. Il semble facile de démontrer ce théorème directement.
Supposons />£ ni] positif, le jeu est avanlaçttuv au premier
jouer. Soit Il le nonitjre de parties qui seront jouées. Si p"Pi Pv- sont les probabilités pour que le jeu finisse en .#
r>, • .l'IL parties, le nombre probabledes parties est

dï(

Celui qui aurait droit à une somme i-jjalc à i'ij) pourrait con-
clure avec des acheteurs différents des marchés écjtiilubles pour
leur vendre en délail les avantages qui, suivant les cas, pourninl
pour lui résulterdu jeu. Si le nombre des parties est. un iiclic-
leur recevrait la promesse du bénéfice correspondant il dc\ra
pour cela paver

puisque chaque partie jouée équivaut pour Pierre un avantage
[ib ar/.

Les ventes simultanées faites il dos acheteurs différents ne
peuvent faire naître aucune difficulté pour le ivgleiurnl des
comptes. Quel que soit, en dlet, le nombre des coups joués, l'un
des acheteurs se substituera au vendeur, et les autres n'auront
rien à réclamer, La somme pavée en échange de la totalité du ^aii»
espéré sera

Cette somme est l'excès, sur la lortum: de Pierre, de l'cspcranir
mathématique résultant pour lui tic la détermination d«>



nuer le jeu jusqu'à ta ruine de l'un des joueurs, il nu jeu inégal

dont les conditions lui sont avantageuses. Cette espérance malliê-

malii|uc est tc produit de l'enjeu (in -r n) par lu probabilité

P de le gagner, et l'avantage du joueur est l'excès de cette espé-

rance mathématique sur la somme qu'il possédait avant d'entrer

au jeu, mais (lui, uue fois le jeu commercé, ne lui appartient

plus.
On peut donc ccrirc

C'est le théorème de M. !touché.

Nous avons plusieurs fois ;ignalé des raisonnements plau-

sihles, qui, lorsqu'ony regarde de près, manquent de rigueur et

conduisent à des conclusions fausses. Celui qui précède conduit

à une fonmili; exacte. On peut cependant élever contre lui une

objection l'ondée.

Lorsqu'un joueur est admis à jouer une partie inégale, dont

les conditions lui sont favorables, la probabilitéde gagner la mise

b de l'adversaire étant 1), et celle de perdre une mise égale à Il

étant < l'avantage de jouer une partie dans ces conditions a pour
valeur équitable ph–qa; le droit de jouer un nombre x de

parties doit être fnyéx(fjb <y«); c'est ce qu'il vaut.
.Mais quand ce nombre x, au lieu dètre donné, est désigné

comme le nombre de parties jouées jusqu'à la ruine de l'un des

joueurs, ces parties, quoique le détail des pertes et des gains soit

inconnu, ne présentent pas les mêmes chances que si l'on connais-

sait seulement leur nombre fixé- l'avance et les conditionsdu jeu.

Si, par exemple, le nombre de ces parties cst assez petit pour que
la fin du jeu, que par hypothèse elles procurent, ait exi^é la perte

continuelle du second joueur, le droit, pour le premier, déjouer

chaque partie ne vaut plus pb </«, il vaut b.



Le calcul de M. Moucha était donc nécessaire,et le raisonne-
ment, quoique très spécicerx, qui conduit au résultatexact, n'est
cependant pas rigoureux.

La démonstration ne s'applique pas au cas où le jeu

est équitable. L'expression (j.f) prend la forme on peut en
trouver la vraie valeur.

La valeur probable du nombre des parties est

Si l'on suppose pb qa = e étant infiniment petite, x difl'ère in-
finiment peu de l'unité. Posons

La valeur de l' devient

et, en négligeant le carré de A,

l'expression du nombre probable de parties devient, par la sub-
stitution de cette valeur de P,

le rapport est indépendantde «i et de Il: le nombreprobable «les

parties est donc
Cmn,



(',étant constante;et, commele nombre des parties es t égalù t'u-

ni t<5 quand on a m ==<7, ii --- 6, il iaut supposcrC = ,• On retrouve

le résultat déjà obtenu.

108. Dans le cas où les deux joueurs possèdent au début la

même somme, on peut trouver la valeur probable du nombre
des parties par une méthode très différente des précédentes.

Soit i{nt ) lu nombre probabledes parties lorsque chaque joueur
possède lie francs. Supposons que Pavoir de chacun soit doublé,
le nombre probabledes partiesdeviendraSi l'ou fait dans

l'avoir de chaque joueur deux parts égales à m, on peut supposer
que chacun expose d'abord, dans deux luttesséparées, la moitié m
de ses francs contre la moitié de ceux de sou adversaire. Après

celte première série de parties, de deux choses l'une, l'un des
joueurs tt gagné deux fois, et l'autre est ruiné, ou bien chacun

a gagné une série et ils se retrouventtous deux avec uni francs.
La valeur probable du nombre des parties est alors, comme au
début, ï(a/«). La probabilité pour que le premier joueur ruine

son adversaire, lorsque tous deux possèdent ni francs, est

La probabilité pour (lue l'un des joueurs gagne une série et
perde l'autre est le produit de ces deux probabilités, qu'il faut
doubler puisqu'on ne dit pas dans quel ordre les événements
doivent se succéder; on doit donc avoir

iiti.)

étant (92) la racine de l'équation



L'équation donne

Cette équation, si on la suppose vraie pour toute valeur de ne.

permet de déterminer la fonction f' Nous nous bornons à mcn-
tiouncr ce problème, qui D'intéressé pas le Calcul des probabi-
lité».

109. La probabilité dans un nombre donné de parties de la

ruine d'un joueur, dont l'adversaire est infiniment riche, a été
donnée par Lagrangc, puis par Ampère dans le Mémoire sur
ta théorie du jeu, lequel a été son début dans la Science.

Lorsque deux joueurs luttent l'un contre J'autre et que cltacun

peut ruiner sou adversaire, le problème est très différant. La solu-

lion suivante, qui se présente d'abord, n'est pas exacte.
Soient ni cltes fortunes des deux joueurs. Supposons le jeu

équitable ht probabilité pour chaquejoueur de gagner une partie

est i, l'enjeu cl ifr.

La probabilité pour que le premier joueur ruine le second est

pour du'il soit ru int; lui-ineinc elle est
Si l'on suit que l'un des joueurs doit être ruine, on peut, sans

changer les chances, supposer il l'adversaire une fortune infinie.

Si donc on nomme s(/w, ja) la probabilité pour qu'un joueurqui

possède ni francs soit ruine, en coups précisément, par un ad-
versaire dont la fortune est infinie, la probabilité pour que la

partie engagée entre deux joueurs, dont l'un possède m francs et
l'autre n francs, se termine en u. coups précisément sera

Le riiisoiint'incnl n'est pas exact.
Si l'on sait que Pierre a été ruiné par un adversaire dout lit

fortune e«t finie, on en peut conclure que le hasard ne l'a pas

favorisé les combinaisons clui, débutant par un <;ran(l nombre de



loartirs gagnées, auraient ruiné son adversaire doivent être ex-
élues, celles dans lesquelles if gagnc au début plus souvent qu'il
ne perd sont rendues moins probables. La probabilitépour que
la ruine se soit produite en <x coups n'est plus égale et 's(m, jjl).

110. Problème LV. Pierre et Paul possèdent chacun >.lr,

ils jouent jusqu'à la ruine de l'un d'eux. La probabilité
de gagner chaque partie et l'enjeu égal à quelle
est lu probabilité pour que le jeu se termine précisément en
a ji parties ?

Le nombre des parties doit être évidemment pair. Si le jeu
n'est pas terminé, chaque joueur possédera alr; car, cn un nombre
pair de parties. la perte de chacun est un nombre pair; si donc
elle n'était pas nulle, le perdant serait ruiné.

Soitj|i la probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé en a;*
parties, on aura

(IX)

Il est clair en ellel que, si le jeu n'est pas termine en -a\x par-
tics, ce dont la probabilitéest )'1'1 pour qu'il ne le soit pas par
les deux parties qui suivent, il faut que chacun des joueursgagne
une partie et perde l'autre. La probabilité pour qu'il en soit ainsi
est

De l'équation (t8), on conclut

<"J)

et comme, pour tu 1 on a h est égal à l'unité. La proba-
bilité pour que le jeu ne soit pas terminé après •>. [x parties est donc
(|)f. Pour que le jeu se termine précisément en ajji parties, il
faut qu'il ne soit pas terminé en :>. ;jl a, ce dont la probabilité
est (4)1.1-1, et que le même joueur perde les deux parties sui-
vantes, ce dont la probabilité est Le produit (j)t1 est la proba-
bilité pour que le jeu se termine la •>.y.1" partie.



111. ftiom.LufclAl. l'fartv et Paul possèdentchacun 'Jf*,

ils jouent dans les conditions définies dans l'énoncé précé-
dent. Quelle est In prnhabilili' pour que l'un des deux soit
ruinéprécisémentau roup de rang

Le nombre de parties doit <ître impair. Après aji 1 parties. si

le jeu n'est pas termine, la perte et le gain seront un nombre
impair, il (luit être moindre que 3, il est donc l'uaité l'un des
joueurs possédera *rr et l'aulru Soit 7,1 la probabilité- pour
que le jeu ne soit pas terminé au (a; •+- coup, on aura

l«*j

Si,cncUut, le jeu n'est, pas terminé au (à jjl »- iy'lCcriiip. ce dont
la prohabilile cstjt* il faut, pour qu'il ne le soit pas au (hjk-t-3)11"

du cjiie chacun des joueurs perde une partie et gagne l'uutrc, ou

que celui qui a conservé '\lr perde les deux purtics; In probabiliti'1

pour que l'un ou t'autre de ces événements se produise est J.

De l'équation (au), on conclut

r.»r, pour que la partie soit terminie en trois coups, il fout que le

mêmejoueur gagne les trois premières parties, ce dont In prolui-

liilité est i. Il faut (loin: prendre C et l'on il

Pour qui; la partit: se termine précisément nu il

faut qu'elle ne Je soit pas :iu coup <[*– 1 et que le joueur qui

proljaljilili- est

1



précisément est donc

Il avec beaucoup devance et de
heur le cas général.

l'HoiLfcjiit L\ II. et l'un mntre fautif
m-n- dus probabilités égales. lh possèdent chacun n /runes
mont d'entrer ait jeu; chaque partie Il' perdant domw ir'
t'il frayant, et h j,-ti ne cesse que lorsque l'un t/uelcoM/uedes
deux joueurs est ruiné. Quelle eut la probabilité il l'ou,. que le
jeu sr litnniiw prérhémau Ut fin d'une partie de rang ai-

Si, après ;a parties, le jeu doit encore se continuer, c'est quel'ûiat des fortunescsl alors l'un des suivants

la notation (/, i indiquant que l'un quelconque des deux
joueurs possède i francs cI, par suite, l'autre *ii francs.

Diisignons par •(;*) la probabilité pour que, après ;a parties, le
ji'u ne soit pas encore lerminii et que J'étal des fortunes soit
(i, 'Mi –i). Ou aura, parle principe de la probabilité totale,

p'k désignant la probabilité de passer en une partie de 1'(: la
(k, a n /.) JVilat a n

Or on voit avec un peu d'attention que />£-' est égal à i et que

pour les autres valeurs des indices />£ est l'-galîi i ou à w'-m, suivant
que la valeur absolue de /• est «'gale à ou diffère de i D'a-

près cela, la formulerai)donne les Il relations

I T>



d'où il fuul tirer a,car, cette qitantitc- étant connue, ou aura,
pour la probabilité cherchée,

Or, si l'on adjoignait nus. celles qu'on obtient en
changeant ;a eu i dans la seconde, et, ;jl ;x M-a dans

ta troisième, en 1 ;ji 2. :.1. Il 1 dans la der-
nière, on + 1) relations qui, par l'élimination des
ï«(« -i- 1) 1 quantités -s dont l'indice diffère de i, conduiraient

une ('-quation de la forme

(/(>

caractéristique que l'on obtient en faisant dans (u.'J) s,(;jO =«:\
rc\]irussion gi'-iiérulc de ?i(;a) seraet, par suite, lit valeur
de l1^ sera les conslantrs (• r,, rlanl délcrmi-
in'-es jiar les conditions initiales du problème.

Cette détermination se Il.il élégamment de la façon suivante
d'abord, ni Pierre ni Paul ne peuvent rire ruinés avant la lin delà'i' partie; d'autre part, lu probabilité pour que le jeu cesse
IIISIC après la h'11"" partie, c'est-à-dire la probabilité pour que

Pierre ou Paul perde il fois de suite, est

De là résultent les relalions linéaires

(•\)

qui permettraientd'obtenir <?,, < <“ et, par suite, P,,en l'onc-
tion des racines < r/a, a, Mais ce que nous voulons, c'est
l'expressionde l1, en fonction des coefficientsde l'équation carac-
téristique.

Or, si l'on pose



et si l'on ajoute les (-<{«ations (ai) après le* avoir multiplia* res-pectivementpar fcs coefficient» tle <( < /'»-f ^5 Je {|U0.
tient

On voit par là que le coefficient de dans le développement du
premier membre est a !»“; Iappobtbililicherc1.eeP^csl donc égale

au coefficient de dans le développement de

Il reste il trouver l'équation caroclérfelicjue. Au lieu de la cher-
cher par le procédé laborieux ci-dessus indiqué, nous l'obtiendrons
rapidementcomme il suit: les relations («a) montrent que, si l'on
pose



où je désigne la quantité a«; et l'élimination des donne

yue l'on obtient iinmvdiatemcnlen développant lu dclcrmiiiiinl par

rapport aux deux dernières lignes, prouvent que la fonction V,,

est celle que l'on rencontre dans la théorie de la division du cercle

en parties égales et qui a pour expression



A, désignant le coefficientde da,»* V,(.r) et, par suite, étant
égal à zéro quand l'-indtce surpasseifl.

Ce quotient a pour expression

On voit par là (|U(;, si j*~ « est impair, P., est nul, el tjue, si
\i. Il est pair et égal à •< ou a

Une vérification s'offre ici d'elle-même, four n =.a ,>ti Il = J,
le déterminant B* se réduit son terme principal, et l'on retrouve'
immédiatement les résultats obtenus directement aux n-
et

113. On peul rattacher au problème de la ruine des joueurs
l'espérance,acceptée souvent, d'accroître les chances de gain par
une ingénieuse disposition des mises et du nombre des parties
jouées. Toutes ces combinaisons sont illusoires. Si les conditions
du jeu rendent pour chaque partie l'espérance mathématique égale

la mise, l'égalitéexistera, quoi qu'on fasse,quel que soit le nombre
des parties.

Nous nous bornerons examiner un procédé plausible pour
accroître les chances de gain en laissant celles de perte peliles.

Ln joueur entre au jeu avec la résolution de continuer tant que
le sort lui sera favorable et de se retirer après sa première perte.
Le nombre des parties qu'il jouera peut être illimité et le bénelico



immense; la perte, au contraire, sera nécessairement petite, égale

tout ail pfus à ht lnisc pour une 'seule partie.
Lorsque l'on compare, cependant, les chances de perte celles

du guiu, on les trouve, comme cela doit être, équivalentes,lorsque
les candi lionsdu jeu, Il chaque partie, sont équitable».

Soient

p la probabilité de gagner une partie

« la somme à recevoir;

<l la probabilité de perdre

b la somme à payer dans ce cas;

on u

Lu joueur a une probabilitéy de perdre la somme une pro-
habilité pif de gagner a ù; une probabilité p-q de gagner
xu b, etc. une probabilité p"</ de gagner «« il, Son espé-
rance mulliéniatiijue, au moment où il se met au jeu. est donc

c'est-à-direzéro si le jeu est équitable.
L'avantage prétendu de la combinaison se réduit accroître lu

valeur possible du gain, en diminuant proportionnellementlu pro-
habilité de l'obtenir.



CHAPITRE VIL

PROBABILITÉ J)ES CAUSES.

Ca Jour, à .lapin,m homme do le eailllcato, ait pré.
terne de l'abb6 Collant, ailla trois dét dans un coron
M paria d'amener rifle de ci Il l'ameaa mr-lg-ebaup.
celle chante est possible, dit-on; t homme réunit une
««onde fuit, et l'an répéta 14 méirn- chou; il reiull lot
dé» du» le turne. troll, quatre, cinq fois, et lotijuur»
rada de « .l,iSTO di ««.«i j«ri»t'iliM. le, dé. «rat
pliwt! et il$ liuiBiil.

DlliSAUT.

114. Ce que, dans le Calcul des probabilités, on entend par le mot cause.
115. Énoncé du probleme il résoudre. Formule qui en donne la solution.
116. Autre démonstration de la formule. 117. Problème relatif il la composi-
tion inconnue d'une urne. 118, 119. Autre manière de comprendre l'énoncé.

12U. Problème plus général. Loi approchée des probabilité.
Autre manière de préciser l'énoncé. 123. Applications incorrectes

des résultats précédents. 124. Discussion d'une expérience de Dugon.
lia. Dixussiun de la méthode d'approximationadoptée. 120. Cas extrêmeoit
la conclusion du raisonnement souvent accepté serait évidemment sans valeur.

liégularité des naissances masculines et féminines. Quelle est
la régularité dont on serait en droit de s'étonner? Exemple cité parBuffon. 130. Exemplecité par Laplace. 131. Les conditionsd'un problème
doivent être délinies avec détail. 132, 133. Quelques exemples. 131. Ap-
plication faite par Mitchcl à la théorie des étoiles doubles. Probabilité
des événements futurs. Applications ridiculesde la formule L lit proba-
bilité du lever du Soleil.

Étudier les faits pour remonter aux causes est le but le
plus élevé de la Science. Notre curiosité est ici moins ambi-
tieuse. Nous n'aurons dans ce Chapitre aucune loi de la nature
à discuter, aucune énigmc résoudre. Les causes sont pour nous
des accidentsqui ont accompagnéou précédé un événement ol>-



servi. Le mot n'implique pas qu'au sens philosophique l'dvéne-
ment soit un 'effet produit par la cause.

Pierre a parié d'amener avec trois dés un point supérieur à t6;
il a gagné tel est l'événement. Le point amené peut être t- ou

telles sont les causes possibles du succès.
On a, sous un même nom, réuni plusieurs cas distincts ce

sera, par exemple, uu point hlus grand que 16 qui peut être
ou 18; la sortie, ait loto, d'un numéro divisible par 5 qui peut
être 5, ro, le tirage, dans une urne, d'une boule. de
couleur qui peut être rouge, verte ou jaune; la retourne, dans

une partie de cartes, d'une figure qui peut être roi, dame ou
valet. L'événement s'est produit, on le sait; les causes qui, dans

ces différentscas, restent possibles sont les manières diverses dont
il a pu se présenter.On sait qu'une rivière a débordéen Espagne
c'est à la Géographie, non la Météorologie,qu'il appartient, par
rémunérationdes cours d'eau, de faire connaître la diversité pos-
sible des causes.

De tels cas sont les plus simples. Les causes dont on cherche la
probabilité ne peuvent, si elles agissent, produirc qu'un seul évé-

nement dont l'arrivée, supposée connue,diminue le dénominateur
de la probabilité sans en changer le numérateur. On sait, par
exemple, qu'en donnant les cartes on a retourné une figure.
Quelle est la probabilité pour clu'clle soit un roi? Le numérateur
de la probabilité est le même qu'avant le renseignement donué
c'est le nombre des rois; mais le dénominateur, nombre des cartes
possihlc, a diminué les figures seules doiventy être comptées.

On sait qu'au loto le numéro sorti est divisible par 5, on de-
mande la probabilité pour qu'il soit Le numérateur de cette
probabilité est t, comme avant le renseignement donné; mais le
dénominateur, qui était go, nombre total des numéros, est de-

venu 18, nombre des multiples de 5.

Le numérateurde la probabilité,dans d'autres cas, est changé,

en même temps que le dénominateur,par la connaissancede l'é-
vénement observé. Quelquefois aussi, les cas restés possibles ne
sont pas également vraisemblables.



Ucux urnes, par exempte, sont d'aspect identique l'rtne eoii-
tient une boule blanche et une boule.mûri'; dix hutile*
noires et «ne blanche. On choisit une îles urne*, on en tait sortir
une boule, elle est blanche; quelle est la probabilité ti'avoir choisi
la première urne?

Deux causes sont possible: la première urne et !a seconde
urne; mais, contrairement à ce rlui avait lieu dans les cas précé-
dent», aucune de ecs deux causcs, supposée véritable, ne rend
certain l 'événement observé. On pourrait considérercomme causes
possible les deux boules blanches qui otit pu sortir. Tune de la
première urne, l'autre de la seconde; mais ces boules n'ont pas
même vraisemblance. La seconde, associée il dix autres boules, Il
moins de chances de sortir que la première et sortira certaine-
tuent moins souvent si l'épreuve est renouvelée un grau et nombre
de fois.

Le problème général peut s'énoncer comme il suit

Diverses causes E(, Ks. Eu ont pu produire un événe-
itient observé. Les probabilités de. ces causes, lorsque le ri-
sulttH n'était pas encore mit nu, étaient m,, w2, nr, L'é.vé-
nement se produit; la cause K, lorsqu'on est certain (/ue c'eut
elle «/«/agit, donne ci l'événement lu probabilité p;. Quelle est
la probabilité de chacune des causes qui sont, on l'admet, les
seules possibles

Le type des problèmes dont nous parlons peut être représenté
par une urne contenant des boules blanches et des houles noires.
L'événement est la sortie d'une houle; elle est blanchi1, on le sait.
Mais chaque boule est marquéepar un des numéros i :>i
Quelle est la probabilité pour que la houle hlanclsc sortie soit
marquée d'un numéro donné? Ces numéros représentent ici ce
que l'on nomme les causes possibles de l'événcment, sans avoir
rien de commun, bien entendu, avec l'idée de causalité.

Si ji désigne le nombre total des boules, ; le nombre de celles
qui sont marquées i et, dans ces /«,• le nombre des Iroulcs



blanche*, le nombre total des boules blanchesest.

Elles sont toutes également possibles, puisque, placées dans la
môme urne, chacune-,considérée individuellement,

Il clanee égale
de sortie. La probabilitépour que la boule blanche que l'on a tirée
et dont on n'a pas vu le numéro soit marquée d'un /est

Telle est la solution du problème Il reste l'exprimereu fonc-
tion des données. Ou a

La probabilité est donc. en supprimant le facteur u.

Le dénominateurest le même pour toutes les valeurs de i-i les
probabilités des diverses causes sont proportionnelles, pur coilsé-
quent, aux produits de l.-i probabilité de chacune, uvant l'événe-
ment (tb,-), par la probabilité qu'elle donne l'cvéneiiienl (p,
quand on la suppose certaine.

HO. La démonstration peut. se l'aire autrement.
La probabilité cherchée est celle pour que l'ùvéuemenl qui est

arrivé, on le sait, soit dû il lit cause représentéepar l'indice
La probabilité pourque, avant répreuve, l'événement en ques-

tiun se produisît et (¡il du la cause désignée esl un é\éncnieul
composé, et cela de deux manières

to Il faut que la cause soit mise eu jeu

Il faut qu'elle produise l'événement.



Ou bien

i" Il faut que l'événementse produise;

a" IL faut que, étant produit, il soit dû à la cause dûs ignée.

On en déduit deux expressions de fil int'rne probabilité

et, par conséquent, la probabilité x pour que l'événement, étant
produit, soit dû à la cause désignée par l'indice /est «elle qui a
été obtenue (l'l«>;i

\t>

H7. 1'nom.KMR LVJ.

sont blanches, les mitres noires, un ignare, en quel le proportion.
On lire />• houles, en remettant ù r/tai/ue J'ois la boule sortie. Il
ne suri que (.les boules hlmiclies. Quelle, est lu probabilité pour

i/ue l'urne n<' contienne</ue îles houles b/uncltes?

La <|iicsli<>u est mal posée.

On ignore, dit lY-noucé, lu proportion rlans l'urne des boules
blanches et des boules noirus. Toutes les In'pothèses sont possibles.
Il taudruil dire, en outre, quelle est, a priori, la probabilité de cha-

cune. Si, toutes les combinaisons possibles ayant été prépurées
dans des urnes d'iipp»rciir:e identique, le hasard a décidé entre
elles, les conditions sont iiulivs que si l'on il puisé au hasard dans

une iiriicde composition convenue, pour composer avec les boules
ainsi titres l'urne nouvelle dont nous parlons.

Nous admettronsd'abord, pour préciser la question, que toutes
les compositions de l'urne soient, (1 priori, également possibles.

Toutes restent possibles après l'épreuve, il l'cxcrplion d'une réu-
nion de lorulcs noires, mais les probabilités ne sont plus égales.

La combinaison dans laquelle, sur ;jt boules, le nombre des
blanches est n donne l'événement observé la probabilité

Les probabilités désignées par ra,, cr2, m,, dans l'énoneé



général sont supposées égales entre elles; en les supprimant
comme facteur commun dam te formule (i). on' trouve ta proba-
bilité pour que tc nombredes boules blanches soit n

La probabilité pour que toutes les boules de l'urne soient
Ittaiielifs est donc

Si l'on suppose, parexemple. = 5, / = 6, après avoir tiré six
fois de suite une houle blanche d'une urne qui contient cinq
boules, la probabilité pour que les ciiifj boules soient blanches est

H8. Si. au lieu de supposer toutes les combinaisons également
possibles a priori, on avait composé l'urne eu tirant au sort, à
pile ou face par exemple, la couleur de chaque boule, le problème
serait très dill'ércnt.

Les hypothèses possibles sur la composition de l'urne, au lieu
d'être également vraisemblables a priori, ont les probabilités
suivantes

5 blanches ou 5 noires.

Les probabilités désignées par n,, o. m,, dans la for-



mule (i) *«>»( proportionnelles aux nombres t, "i, tu, i«, r,et
ta .probabilité., ({«(ind 4s loi* <ie suite un a extrait une boule
blanche j [jour que les ei«q boules (te t'urne soient blanches est

Si, après avoir étirait lys houles Je l'urne, ou ne les re-
mettait pus, les résultats seraient différents.

Il est ctah', d'abord, qu'on, ne peut, daijs cette hypothèse, ex.-
traire plus de cinq boules, et que; si on les entrait toutes les
cinq, il u'va plus de problème.

Supposons donc que l'événement observé soit la sortie de
quatre boules blanches; les probabilités, n priori, des diverses
compositions de l'urne Otaut [iropoiiionuellcs ù i, .j. lo, m. '>. i,
dicrchoiis la probabilité pour qui: la cinquième houle qui reste
dans l'unie, la si'iili- que- l'on n'ait pas vue, suit, hlatiehr».

L'événementobservé est la surlie de quatre blanches. Les hy-
pothèses possibles lui donnent pour probabilités i, {, <>, o,

Il,0,
La formule u devient, en v substituant les valeurs de m,- et

<lco,.

(.e résultat est évident u priori.
Après avoir vu quatre dis boules, <acliaut que pour les cinq la

couleur a éti' tirée au -orl, ou n'a aivpiis sur In dfrnii.'i'C aucun

Les circoii'iiaui.'i.'s pour elle sont les mêmes que
si, loisque l'on procédiiit à la lunnntinn de l'urne, le hasard avait
désigné la couleur blanchi: au* quatre; premières épreuves. On

ne devrait y' voir aucune raison pour qu'il la désignât une cin-
quième l'ois.

Pnoi>i.k.UËL\ IL L m: unir rmilii'iil<tï$ f/oii/nxnoirci on
biiiHcfti's un proportion iiituiuiiie. On ;j. liruges, un ru-



mtutnt dans l'urne, lù-açe, Lt Itonk tfuimtstOie uohietm lit boules Manches et n houles miles. Quutle
est laIci plus /nububli-<b- l'urne?

L'c-noueé,con-imo celui du problème précèdent, n'est pas suffi-
samment précis.

Toutes les hypothèses sur lude l'urne étaient pos-
sibles avant !'(>prcurc. L'ûtaiciil-elles (-galfinent?Il est nôcessairule dire. Nous le supposeronsd'abord.

Soit la prolmbililé assignée !a surtic d'une boule Muncliv

par la composition de l'urne. La |>iobal>ilil(- de l'événeint-nt oh.
serve", lu sortie de m boules blanches et de u noire», est

Le nombre des combinaisons qui peuvent se présenter est indé-
pendant de s, et la probabilité de l'événement observé, que l'on
connaissron non l'ordre de sortie (les /'111111:5, est proportionnelle à

Ce produit doit remplacer lu probabilité désignée par />, dans
la formule fn:tes probabilités ro/ sont supposées égales entre
clins, et la probabilité de chaque valeur supposée pour. propor-

tionnelle au produit />(-rj, est, dans le cas uctuel, proportion-
nelle à

La valeur de x la lnlus probable rendra ce produit maximum.
En é<;alanl la dérivée à zéro, on trouve

La composition la plus probable est relie qui n-nd les probabi-
lités de sortie des boules blanches ou noires proportionnelle*aux.
nombresde li)is qu'elles se sont montrées.

l'il. Chaque livpolbèsc sur la valeur de ./• Il une probabilité.
Nous devons en chercher la lui. Il Il'' peut être ipiestion d'aM«i-



giior la valeur de l'une de ces probabilité*.Toutes les hypothèses
avant été supposéespossibleset leur nombreétari înfîai, fa probabi-
lité de l'une d'elles, rigoureusement désignée, est t>; mais la pro-
habilité pour que .c son compris outreJet est propor-
tionnelle à dz.

La loi des probabilités est colle des valeurs de la fuitcliou

à laquelle elles sont proportionnelles.
Pour étudier cette fonction dans le voisinage du maximum,

posons



ou, au niâuic degré d'approximation,par

et, par C(>R.4é(|ueat, ta probabilité pour «pie lu composition de
l'urne donne à la sortie (rime houle blanche la probabilité

G élant indépendant de

Celte formule équivaut celle (jui a été trouvée 08 On n,
dans Ics deux cas, obtenu fois sur ;a épreuves un événement

dont la probabilité est/>. La différence s, égale est rem-

placée par Il égale Ù «–/> La probabilitû d'une valeur dési-

gnée de Il est proportionnelle

La seule différence des deux théorèmes consiste en ce t[ue, dans

un cas p est donne exactement, le doute porte sur la valeur

de Il dans la formule actuelle n est donné exactement. le

doute porte sur la valeur de/).

122. La formule précédente est déduite d'une hypothèse cpii SI'
réalisera rarement. Toutes les probabilités désignées pur .<• oui.
en général, 11 priori, des valeurs inégales.



PuouikMK LtX. Ufte urne contient S boules. On n tiré au
sort f'i couleur «o/r ou blaiirlw, avec probabilité-pour cha-
cune iti'a (milieu. Sur ;a tirages, J'nils ifints l'urne vinai roni-
piiséi', on uhlient m I/o ut? s Manches et Il noires. Quelle est la
composition laplusprobable du Turin'?

La |jrobiil>iiité pour tpie, dans une urne ainsi composée, le

nombre des houles blanches soit j est approximativement
si est grand et petit.

La probabilité de la sortie d'une boule blanche est, dans cette
hypothèse,

la probfibililc d'une valeur désignée de y est
proportionnelle;'i

(i'

La probabilité ilc l'événement observé est proportionnclle

(il

Les probabilités désignées par m,- et dans la formule géné-
rale ( ]Ct) doivent ètrr remplacées par({) et

La probabilitéde la cause, c'est-à-dire de la valeur y, est pro-
portionnelle au produit

(lii

En égalant M y.i'ro la dérivé'; du logarithme, on obtient, pour
déterminer la valeur ilvy qui rend maximum, l'équation



ou. comme}' est petit.

La composition ta plus probable de l'urne donne à la sortie
d'une blanche la probabilité

Cette fraction est comprise entre est On aurait pu le

prévoir. Avant le tirage d'aucune boule, les chances pour les deux
couleurs étaient ('gales, le rapport le plus vraisemblable était celui
qui donne la probabilité Si le tirage indique pour l'une des
couleurs ltz proportion de «i m 1/, (,est uue raison pourcroire

au même rapport dans l'ensemble dcs boules. Si ces deux indica-
tions ne s'accordent pas, la probabilité la plus plausible est entre
les deux.

Si N est très grand, la formule (-') est très voisine de J, quels

que soient les nombres lit ci Il; si, au contraire, m et + il sont

très grands, elle est voisine de quel que soit N.

Ces conclusïunsdu calcul pouvaicnt également se prévoir.
Si le nombre N est très grande, on fait, pour 'choisir les t'ou-

leurs îles boules de l'urne, un très grand nombre d'épreuves, don-

nant Chacune la couleur blanche une probabilité Il rsl
certain, d'après le théorème de Bcrnoulli. que In rapport du
nombre des boules blanches à celui des boules de Punie difl'ère peu
de j. Cette certitude est assez, grande pour ne pas être notablement
amoindrie par les couleurs, quelles qu'elles soient, de quelques
boules tirées de l'urne. Si cependant, après un nombre immense



d'essais, on trouve entre le nombre des boules blanches et le
nombre des hmiks sorties tm rapport très différent de 4, un se
trouvera en présence de deux certitudes s inconciliables.

Nous adoptons, on le voite le sens vulgaire du niul cari itutfe. Ou
tirc au sort mille fois..entre la couleur blanche et ta couleur noire,
eu leur donnant des probabilités égales. Dans ['urne contenant les
boutes dont les couleurs sont ainsi désignées se trouveront, à
très peu près, aillant de boules Hanches que de boules noires
on peul le tenir puur certain. Sur m •+- Il tirages, on obtient
m boules Manches; le rapport du nombre des boules blanchets au
nombre total diffère peu de yp–> on peut aussi le tenir pour
certain. Les deux rapports cependant sont très inégaux.On est
évidemment dans un cas exceptionnel, possible assurément, mais
fort rare.

Supposons, par exemple, N = 1000. Dans l'urue composée de
tout) boules, contenant vraisemblablement, d'après la manière
dont elles ont été choisies, âoo blanches environ, on fait /j ti-
rages. On tire 4 boules blanches. La composition la plus probable
de l'urne, d'après Isv formule est telle que le rapport du
nombre des boules blanches au nombre total soit

La démonslration supposant un grand nombre d'épreuves
faites dans l'urne n'est plus sapplicahle, il est vrai, au cas où le
nombre m -s- Il se réduit à 4, Le résultat est cependant peu diffé-
rent du véritable. On a vu boutes blanches; amenées par le ha-
sard, elles sont presque certainement différentes; on ne sait rien
sur les yç)G autres. Le nombre des boules blanches lu plu, vrai-
semblable est, pour cette portion de l'urne, cela fait, en tout,
aoa pour le nombre le plus probable des boules blanches et pour
probabilité la plus vraisemblable

Si, dans la même urne composée de iooo boules, on Il fait



/joooo tirages et obtenu îswjd boules blanches, le rapport le plus
probable donné par la formule (; est

motifs qu'on avait d'abord de croire ÎI un rapport voisin de se

trouventen quelque sorte annulés par les fatum épreuves qui les

contredissent.Tous ces chiffres, nous devons le répéteur, sont pos-
sibles, mais absolument invraisemblables.

La probabilité pour que, sur boules dont la coud-ur a été
désignée par le sort, avec chance égale pour blanc et pour noir,
le nombre des blanchies soit inférieur jDo lsI< OS

Deux cas, en efl'ut, sont possibles ou les noires sunt eu majo-
rité, cc dont la probabilité est ou l'écart est positif et compris

entre o et Do.

On a

II y a plus de mille à parier contre un, a priori, tpi'uii tel écart

ne se produira pas. Nos h\ polluées cependant le rendent pro-
bable. La sortie de aaooo blanches sur 4'x»1*' tirages dans une

urne contenant, nombre égal de blanches el de noires pn-si-nicrait
une anomalie plus singulière encore. Si la probabilité de tirer
I boule blanche est la probabilité d'en obtenir moins de ,>:>.um>

sur /foooo tirages est



tt ( i 't> est tellement voisin de l'unité; que l'événement doit être
eunsidiré comme mtafn, l'événement contraire comme impos-
sible. O» pourrait renouveler l'essai des milliards d* rtriltiarrls de
fois sans avoir chance d'obtenir, sur4nooo (-preuve! aaooo fois
un événement dont la probabilité eqt £.

On a assimilésans raison au problème précédentdes ques-
tion* en réalité fort ditlérentcs.

Lorsque tes observations démentent des prévisionsdont la pro-
babilité scml>lait grande, on présume, nulurelluuient, l'inllucnco
d'une cause perlurljatrice et l'on est conduit il chercher la pro-babilité de son existence.

La question est insoluble. On n'a pas. d'une part, les donnée
nécessaires. Le dilemme, d'être pnrl ou il existe une cause, ou il
n'en existe pas, n'a pas lat netteté promise par la forme de l'énoncé.

Qu'calend-on. si l'on dit il v a une cause?
On a jeté une pièce de monnaie fois, elle a montré faceaio fois. Quelle est Itt probabilité pour que cet écart soit dù au

Jiasard ou pour qu'il résultede l'imperfection de la pièce?
Les hypothèses possibles sont en nombre infini.
La pièce peut èlrc parfaite.
Elle petit donnera l'arrivée do face une probabilité quelconque

plus grande ou plus petite que i.
L'événement observé, l'arrivée de 5io fois faire sur coups

est compatible avec toutes Ies hypothèses il se peul que, la pièce
(-tant parfaite, le hasard ait amené ce petit écart; que, la pièce là-
vorisant l'arrivée il.- lace de manière à rendre l'écart le plus pro-
habte plus petit que il), le hasard ail complété la différence; que
la pièce rende probable un écart plus grand, beaucoup plus grand
même que 10, ou que, inégale en sens opposé, elle donne probabi-
lité à l'arrivée de pile plus fréquente que celle tle face, el que le
hasard cependant ait animé l'excès

C'est précisément, dira-t-on peut-être, parce que tant d'hypo-
thèses sont possibles qu'il y a lien de chercher ta prohabilité de



La recherche ne peut uljuulir les données soûl insuffisantes.
Lit solution varie, eir effet, avec In profiabHité a priori de
telle ou telle imperfectionde la pièce, et ccttc probabilité n'est
pas connue.

Si l'expérience est faite dans un pays ou lu fabrication des
monnaiesune grande perfection, !<< grands écarts, Il priori,
sont presque impossibles, et. parmi les petits, ceux qui favorisent
face oui même probabilité que ceux qui favorisent pile.

Si les pièces, par leur relief exagéré, favorisent trrutes te même
résultat, le problème est autre que ;i. par un atttre accident de la
fahricaliun, elles favorisaient le résultai contraire. Il finit rem-
placcr par une hvpothèse tes renseignements qui font défaut.

L'hypothèse adoptée est inouïe.
Toutes les probabilités, depuis o jusqu'à i. données par lit

pièce à l'arrivée de lace sont supposées, n priori, également \rai-
semblables.

On a cherché quelquefois, non la probubilité de chaque hvpo-
tlièse, niais la probabilité pour que la cliauuc donnée ù l'arrivée tic
face soit plus grande eent-niillioniême
seulement, il faudra donner celte diflérenec inipereeptible le

nom rlc nitt.w et laisser croire, d'après la dénomination adoptée,
que l'écart observé est dû «relie imperfection de la pièce.

Il n'est pas inutile de traiter, pour un laisser aucune doute, un
cas célèbre pris pour exemple par l'oisson.

I2i. IJuffon a jeté une pièce de monnaie \n .{o fois et obtenu
3" jti fois face.

Poissun u cherché la probabilité pour «pic la pièce de l.lullon
donnai a l'arrivée de face une probabilité plus grande que eclle
de pile.

Avant de résoudre la question, il semble naturel de chercher si

cet écart de a8, qui substitue <o|S fois face au cbillie probable
:«o:«o, est assez invraisemblable par lui-même pour rendre sus-
pecte la pièce (lui l'a donne.

La probabilité d'un écart h pour un événement dont la proba-



bilité est 1) est

lA le des épreuves et a-p de
d'un écart moindre que/en

t

Il faut, dans cette formule, luire Il = a8, u =4040. On peut,
sans (fi-ri'iir sensible, remplacer fir/ par on aura

f.ii 'l'iihlr (le la fonction W donne-

La probabilité de l'événement contraire, e'esl-à-dire la proba-
bilité pour que, la pièce étant parfaite, l'écart soit égal ou supé-
rieur à «8. est doue ci.38.

Si l'on recommençait 1000 fois l'expériencede IJullbn, a.vec des
piùcvs on obtiendrait fois environ un écart supé-
rieur à :>M. Si donc le hasard est la cause du résultat obtenu, il
n'y a pas sujet d'étonnement,

Résolvons cependant le problème.

Soient z la probabilité donnée par la pièce de Buffon à l'ar-
rivée de face; celle qu'elle donnait, par conséquent, à l'ar-
rivée de pile. Toutes les valeurs de. s, enlre et sont suppo-
sées également probablesa priori.

La probabilité de l'événement observé était, avant l'épreuve,
proportionnelle au produit



Fil prenant le logarithmede ee produit, remplaçant

on voit qu'en supprimant un facteur constant dont ta présence ne
change rien, la prohabilité de l'événement était, pour une petite
valeur de 3, proportionnelle à

La probabilité pourefue 3 soit positifest donc proportionnelle il

Le rapport de ln probabilité pour que soit positif à celle pour
rlu'il soit négatif est donc



Si l'on désignepàr//et (/' ces deux probabilités, on déduit de

L ne difficulté pourraits'élever, le principe du calcul t'Manl

admis, sur lu formule d'approximation employée. Après avoir
désigné la "probabilité cherchée par J -<- z, et annoncé que lotîtes
tes valeurs deseraient traitas comme également vraisemblables

Il priori, nous avons négligé les puissances dez supérieures à
la seconde.

Cela est periui». Lurstjue en ell'et n'est pas petit, lu probabi-

lité de l'événement observé peut être considérée connue nulle,
aussi bien que l'exponentielle qui la remplace. C'est pour la

même raison que,z, étant compris entre o et ), nous pouvons
étendre les intégrationsde Il Ù x.

Si Million, au lieu de jeter la pièce .{r>4o fois, t avait jetée
fois sculemcnt et qu eût obtenu face, l'événement, on eu

conviendra sans peine, n'apprendraitrien sur la qualité de la pièce
Cberchons cependant, en appliquant les mêmes principes, Ia

probabilité pour que la pièce ait une tendance à favoriserface.
Suit x la probabilitéque la pièce donne l'arrivée de face. La

probabilité de l'événement observé étant ,r et les probabilités de

toutes les hypothèses étant supposées égales a priori, la proba-
bilité de chaque valeur de je est proportionnelle il .<•; la proba-
bilité pour que a' soit compris entre et i est proportionnelle à



le nppurl est le-; probabilité* dont la somme «si l'.mitô S(JJ(,

t:«fltelle conséquencesuffirait pour condamner te principe.

La régularité du rapport des naissances masculines et fé-
minine» a beaucoup occupé les géomètres. Ou

Il commis, en élu-
diant des anomalies toujours petites, des ein-iirs semblables il
celles «jiic je viens de signaler. On a assimilé les naissances des
tirages au sort faits dans une uruc: de composition constante,
dansle rapport, du nombre des boules blanchesà celui d,'s
hontes noires différerait peu de celui des nombres de naissance.-
indiqué par la Statistique.

( ne telle substitution n'est k^itime- que si les écarts obser-
vés sunt compris clans les limites a les lois que la
lliêoric montre certaines dans une suite d'épreuves r.j-lées pur !.
hasard.

S'il allie, lit Francele rapport, d'une année
à l'autre, présentai de trop grandes variations; ou si, au contraire,
il se maintenait dans de tn.p étroites limita, il faudrait

hasard ou pour le troubler.
La aie la proportion à Londres cuire les a.mé.-s Mia,,

et 1710 a été admirée comme un miracle par un :avant, novier
encore il la tl,irie du hasard..Nicolas IJernoulli, di-nc héritierd.-
son oncle Jacques et éditeur de son beau Uvre, montra auIrairc dans les chiffres lit coiilirmaiion des principes.
Admettant l'assimilation des naissances gala ait S(irli suri.jooo naissances annuelles, Il'' était le .liillVe moyen pour la villi-
de Londres, il est très vraisemblable que l'excès du chiflrc des

»arc;uns sur lit valeur mou-iine lie surpassera pas un.- Cois

La probabilité d'un écart inférieurà une limite i, enliv le nombre
des naissances masculines, sur jooo e.ilauls m-s annuellement, el
le nombre supposé le lrlus probable, a pour evmvs-ion Il'



approchée

Un suppose, bien euteudu, que, pur une règle de trois, on ramène
toujours le nombre des naissances i "Jooo.

Si l'on fait i* 14000, ).– iG.'î, le produit pq pouvant être
remplacépar £, ou trouve pour probabilité

il y a donc plus de cent parier contre un, chaque année, pour
(lue le hasard n'amène pas l'anomalie dont Arbtilhnot admirait
la petitesse et qui s'est produite une fois seulcment en cent ans.

On peut se demander jusqu'où devrait aller la régularité
pour qu'il y eut lieu de s'en étonner. Cherchions, pour préciser la

question, quel est l'écart qu'il y a dix mille ;'i parier contre un de
franchir une fois au moins en cent ans.

Nous avons vu il ( 15) que, si la probabilité d'un événement est
il il v u dix mille il parier contre un que, sur t),«« épreuves, l'é-
véncinent se produira au moins une fois. Si l'un a

il aura dix millc porter contre un pour que lY'vi'menicnt dont

épreuves. La probabilité pour que l'écart, pendant une année,

sur !.{<>oo naissances soit plus grand que est

Déterminons de telle sorte que cette probabilité soit o,oç)-2 et,
par conséquent,



La Table donne

On peut remplaccr
» pq par 7Wo oa en déduit

Si, dans un siècle, l'écart n'avaitpas une seule fois dépassé yo;si, sur r jooo naissances annuelles, le nombre des garçons ,'étai!
mniuicnu entre ;3oo et 7ioo, une cause régulatrice serait presquecertaine; il y a dix mille .•, parier contre un, a priori, pour quele hasard, sur cent «ipreim» tentées dans la même urne, ne main-
tienne pas une telle régularité.

BuflunIl signalé une communede Bourgogne dans laquelle
sur aooo J)apt(,mcs mrc«h[rt:s f)(!ndiln, cinq ans, le nombre des
fille, a surpasse de > celui des garçons. Il est ne dans rôtie
commune, sur 30oo enfants, 3y gréons de n)Oins que Je diiBre
normal. La formule donne pour la jinbabilin'- d'un écart, enplus ou en moins, inférieur à .'V,; Il.08 est, par conséquent, c-ll,dune anomalie au moins ,-gale celle qu'à signal™ Hullon; les
statisticiens ht rencontreraientsouvent, s'ils la cherchaient.

130. Laplaco a trouvé, pendant le xviii* siècle, la proportion
des garçons aux. filles plus petite à Paris ,,IIC dons lcnscmlilc du
W*. fî au Heu de chilT. normal adopté alors, auquel les do-
cuments nouveaux et plus nombreux ont substitué

Quelle est, sc demande Laplacc, la probabilité pour que cettedifférence soit due à mu- cause?
« A Paris, dit-il, les Lapâmes des enfants des deux «*«s'écartent un peu du rapport de M il Depuis i ;.fï. é,ioqi,c

laquelle on a commenré distinguerJ.-s sex.-s sur tes registres desnaissants,jusqu'à la fin de r;8.|, on a baptisé dans cet. ra|,i,a|c
garçons cl.1;;5J5 filles. Le rapport de ces deux nombres

est a peu près celui de > il parait donc qu'à Paris une



cause particulièrerapproche de l'égalité Je* bïtptéfne* des de«\

sexes.
» Si l'on up|>lit[HCî à cet objet te Calcul île* probabilités, oh

trouve qu'il jy à parier eoutre » en laveur Je l'existence de

cette cause. »

Laplacc supprime les détails. Xi ses calculs ne sont rapportés,

ni les principes sur lesquels il; reposent.

Faut-il croire ci un écart fortuit «m allumer l'existence

d'une cause? Les données ne sont pas suffisantes. Comment se
prononcer de la même manière si les études antérieures ont appris

que le rapport varie très rarement, ott si l'on constate, partout
un les documents sont nombreux, des écarts comparables à ceux
demi s'étonne Luplaci?? La solidité plus ou moins grande de la

règle qui se trouve en défunt doit faire apprécierdilléreminenl 1rs

conséquences.
Il n'est pas inutile d'insister.
Si l'on assimile la distribution des naissances entre les deux

sexes Ú des tirages faits dans une urne, la probabilité pour que Je

hasard produise, sans t'intervention d'aucune cause perturbatrice,

sur "<><){«naissances, un écart relatif égal ou supérieur ù

v ".ooi |2, est

Si donc on drosse des listes pendant un temps suflisant, le ha-

sard seul, on peut l'afliriuer, produira i> fois sur iuoo environ.

dans un sens ou dans l'autre, un écart égal ou supérieur à celui

dont s'est pri'oeeupé Laplacc.

Si des causes autres que le hasard amènent aussi des anomalies,

le statisticien, en classant par groupes de --oooo naissances les

registres de tous les temps et de tous les pnv*, trouvera un
certain nombre de rapports anomaux égaux ou supérieurs à celui

de Paris. Parmi ceux-là, quelques-uns seront du» au Imparti, i.î

sur iooo environ, cela peut être tenu pour certain, si les chillrc*



sont siini-ouniinciii-rands. D'autres écarts seront du-. à des causes;

en retiai.dumi du nombre total te nombre probable de ceux quele hasard a produits. Nous n'avons qu'un seul t;lit est-il drt auhasard? 11 serait téméraire, impossible mùme, d'en rien dire sans
accepter sur les probabilités priori quelque convention arbi-
traire.

Le possesseur d'un chronomètre a remarqué, tin retard
de i!, quand la température de la chambre dont te chronomètre
ne sort pas s'élève de m",

L*ohser\iitioiiété vingt fois.
«Quelles sont l.-s probabilités pour que la chakur soit !sr cause

du ralentissement et pour que le concours des deux faits soit
fortuit?

Le possesseur d'un chronomètre a remarqué une avarier: de
le lendemain de charpie jour où les artilleurs se sont exercés aitchamp de tir voisin.

L'observation a été renouvelée vingt fois.
Quelles sunt les probabilités pour que l'ébranlement cause par

h- tir ail changé la innrclic du chronomètre et pour que le con-

Le possesseur d'un chronomètrea remarqué un ralentissement
de i chaque fois que la planète Mars passe au méridienenlre mi-
nuit et i11 du matin.

L'observation a été renouvelée vingt fois.
(Quelles sont tes probabilités pour que ta planète influe sur le

chronomèlrc et pour que- le concours soit fortuit?
Lcs problèmes sont identiques. Les réponses ne peuvent cepen-

dant être lus ménies n'est-ce pas une raison pour reconnaître les
données insuffisantes?

IM. Les habitants de Sainl-Malo s'étaient persuadé, i) v a un
siècle, que, dans leur villc, le nombre des décès l'heure de la
marée haute t'était plus grand qu'à marée baw.



Admettons le fuit.

Supposons que, sur les cotes de ta Manche, on ait remarque*

uno plus grande proportion de naufrages par le vent (lit nord-

ouest que par aucun autre.
Les chiffrés recueillis l'appui des deux remarques étant sup-

posés en ni unie nombre et inspirantmêmeconfiance, on sera loin
d'en déduire les mêmes conséquences.

Lorsqu'on sera conduit à accepter comme une certitude l'in-
Huence du vent de nord-ouest sur les naufrage?, les gens prudents
exigeront des preuves nouvelles pour reconnaître seulement vrai-
semblable t'influence de la marée sur la dernière heure des M'a-

louins.
Les problèmes, cette fois encore, sont identiques; l'impossibilité

d'accepter tasse même réponse montre la nécessité de faire inter-
venir la probabilitéa priori de la cause qu'on veut apprécier.

I!]'i. Le fermier d'une maison de jeu a installé une roulette nou-
velle. L'instrument, sur 10000coups, a amené la rouge 5,'ioo fois

et fois la noire. L'acheteurrefuse le payement et demande une
indemnité les joueurs ont remarqué les sorties plus fréquentes
de la rouge et en oui profilé. Un procès s'engage. On allègue le
Calcul des probabilités. Jamais, dit le fermier, machine bien
construite n'a donné un Ici écart. aoo coups sur 10000 ne peuvent
être l'effet du hasard. La probabilitéde la ronge n'est pas ? comme
elle devrait. Peu importe, répond le mécanicien, la statistique
des parties jouées on ne peut pas garantirles capricesdu hasard
la machine, construite par d'excellents ouvriers, a été vérifiée

avec soin. Aucune pièce n'est imparfaite on ne montre ni roue
mal centrée, ni cases inégales, ni nivellement défectueux. Le

tribunal nomme un expert. Quelle décision doit-il conseiller?
L'écart observé est un indice. Quelle en est l'importance?

L'applicationdu principe ( I lu) supposedes donnéesqu'on n'a pas.
Les probabilités des diverses hypothèses, que nous nommons

les causes, sont proportionnelles au produit de leur probabilité

ci priori par la probabilité qu'elles donnent à l'événement.



L'événementest J'arrivée de 53oo fois rouge sur épreuve*.
La cause inconnue, c'est ta valeur de la probabilité, donnée par Il
machine, à l'arrivée de la couleur rouge.

La probabilité a priori, désignée par», dans Il formule (115).
est .complètement inconnue; en supposant, comme on l'a fait
dans des cas analogues, toutes les valeurs également probable,
ou proposerait une hypothèse iuacccptalrlc. Si, réellement, la
roulette favorise la rouge, un très petit écart est plus probable
qu'un grand, un très grand est impossible. 'Les grand* écarts sont.
eu outre, d'autantmoins probables que le mécanicien a meilleure
réputation et qu'il a employé de mcilleurs ouvriers.

L'expert doit répondre
Les faits connus de la cause ne permettent pas l'évaluationdes

probabilités il manque l'appréciation a priori de la probabilité
qu'on vcut connaître a posteriori.

Le calcul serait sans issue.
Il faut simplifier la question.
La machine, suivant l'une des parties, donne à la sortie de la

rouge une probabilitépeu différente de o,53.
Le résultat de épreuves ne permet pas, suivant lui, d'en

douter.
La machine, suivunt l'adversaire, donne, comme elle doit,

la sortie de la rouge une probabilité voisine de o.joo. Le soin
apporté la constructionne permetde croire il aucun défaut grave.

Précisons les deux dires
La probabilitéde lu rouge, dans l'un des systèmes, serait com-

prise entre <>,4ç)j, et o,5oi suivant l'autre, entreet o,5.!i
Laissonsde coté le cas très possible où les plaideurs se trompe-

l'aient tous deux, et cherchons le rapport des probabilitéde leurs
assertions.

Soient. la probabilité pour que la roulette donne il la couleur
rouge une chance comprise entre i>,ja;j est o,5.?i y la probabilité
pour clue la chances soit comprise entre o./fyo et o,3oi, .1-1

probabilités, apportent un renseignement utile.



Soient s»i lu probabilité <r priori pour que la machine, d'aprè*

ce (fu'utt &ivutl- avaiH Sit luise en tenant compte de sa
bonne apparence, de ta honne .'¡:nommée (lu consitnicteur et. de
r«H»jt;ir<'nti; sincérité (te sci tti'rlxnitiutis, iluiiix; il lit sortie de la
couleur rotige une valeur couifimt! i'iUic o,{;)(j et o,5oi; m.^ la
|)i'ul><iLiiil(-, évulurc loiijotirs avant IVpretivi?. pour cjuo niiilgru

oltc donne une jmilwhilitô comprise entre
• >,5'«) et i>,5.i».

ni, et ra3 sont inconnus.
Soient /'i ol yya les probabilités (]iu; Il! deux hypothèses sur le

inériti! de la roulette domiffraictil l'ûvéncmcnl ubservé, on
mira

lui nommant X ht probabilité tic la sortie de lu ruiigc, la proba-
bilité qu'elle donne à l'événementobservé est proportionnet le à

Le rapport varie peu quand X( et X^ ivstwilles limites as-
^ignée- On peut donc supposer

est inconnu. Si le constructeur est très habile, on rapport est



eu divisant te rapport qui lu. mesure par t*tj(ifi6tiG6, il «si iî

eraindre *ft»^ ht tjtiofct«frtt soit petit.
Si vans crove* qu'un défunt tel que celui qu'on soupçonne ne

peut m; produire qu'une. fois sur itit iitilliuu, il restera G(> à parier
contre i qu'il s'est produit eell« fim-lù.

I3.l>. Les re si ridions proposées peuvent s'appliquer aux consé-

i|ticnccs déduites par Mitclictl du rapproche meut fréquent de
deux (?;oiles dans le ciel. Deux hypothèses sont possibles

Pour être aperçues dans la mthm: direction, deux O toi les n'out
lien de commun, leur vraie disUincrest immense;

L<'s deux étoiles, titi contraire, sont voisines dans l'espace; c'est
pour (.-élu qu'elles sont rapprochées dans le ciel.

Eu comptant les étoiles de i" de :i'' et de grandeur <•! les

supposant indépendantes les unes des autres, Milclicllucalculé le
nombre probabledes groupes dont la distance est inférieure
limite donnée.

Il ne faudrait pas croire que toutes les distances angulaires
soient, « priori, également probables les petites le sont moins

que les grandes. Considérons une première étoile, peu importe la

position qu'elle occupe. Si une seconde étoile est placée <m hti-
mrtlf pour qu'elle se trouve à une distance angulaire de la pre-
mière comprise entre et 0 »/0. il faut que le hasard la place

dans une zone comprise entre deux cercles avant pour la
première étoile et pour ruvons spliériqucs 0 et 0 -<- #j. La surface
de zone ost d'autant plus grande que 'j s'approche davantage

de elle est proportionnelleau sinus de l'angle 0 dont on cherche

la prohabilité. La probabilité pour (prune étoile sir trouve à une
distance inférieure unie étoile donnée e>l le rapport de la

zone ¡', une base terminée p;ir le petit cercle dont •• est le rnvon
sphérique à la surface de l'hémisphère sur laquelle on suppose
l'étoile placée au hasard, (le r.ippurl.épil à

1 --«•<>«••• peut être re-est petit, par "2



Si, par exemple, on prend

Le nombre des étoiles des trois premières grandeurs étant égal
à <3o, on peut foniicr ^*J a6333 combinaisons deux à deux.
La probabilité pour (lue le hasard procure deux «loties à distance
inférieure à lo'est celle d'obtenir a boule blanche en ttilio ti-
rages dans une urne contenant une seule blanche et *3(i.'i(>« noires.
Celte probabilité est

L'ingénieux argumentde Mitchell ue peut pas cependantfournir
d'évaluation numérique. La recherche lilu, ou moins rigoureuse-
ment fuite de lu probabilité pourquelehasardaitprodttitles groupes
observés n'est pas le seul élément dc la question. C'est le seul,
cependant, que J'on làsse intervenir. Si l'on trouvait, en étudiant
le ciel, trois étoiles de i" grandeuravant, l'près, la même as-
cension droite, la probabilité pour que le hasard produise un tel
rapprochementest plus petite assurément que lar formation for-
tuile du groupe des Pléiades.

En conclura-t-on,avec la même vraiscmblance,que ce rappro-
chemcnt doit avoir une cause et que ces étoiles, dont la déclinai-
son diffère de 400 ou ;jo" peut-être, sont solidaires et forment un
système?

Personne, assurément, n'y songera, et la raison en est que la
probabilité fi priori, désignée par w,- dans nos formules, est trop
petite.

Comment définir, d'ailleurs, lu singularité dont on juge le ha-
sard incapable?

Les pléiades semblent plus rapprochées les unes d<s autresqu'il
n'est naturel. L'assertion est digne d'intérêt mais, si l'on veut



traduire la conséquence eu chiffrer tes étérucuts font défaut.
Faut-if, pour préciser cette idée vague de -rapprochement cher-
cher le plus petit cercle qui contienne le groupe? lar plus grande
des distances angulaires? la somme des carrés de toutes les dis-
tances ? l'aire du polygone sphérique dont quelques-unes des
étoiles sont les sommets et qui contient les autres dans son
intérieur? Toutes ces grandeurs, dans le groupe des Pléiades,

sont plus petites qu'il n'est vraisemblable. Laquelle d'entre elles
donnera lamesurede l'invraisemblance?Si troisétoiles -forment un
triangle éguilatferal, faut-il faire entrer cette circonstance, assu-peu probable

CI priori, au nombre de celles qui révèlent

une cause?
L'intervention du hasard dans la formation de l'univers est

inacceptable. Une loi règle tout, cela n'est pas douteux. Quelle est
cette loi? voilà la question. Il n'est pas admissiblequ'on demande
s'il y en a une et que l'on évalue la probabilité de la réponse.

Si l'étude du ciel suggérait plusieurs lois, on pourrait les mettre
en balance et non choisir l'une d'elles, celle du groupement par
attraction mutuelle, pour l'opposer à l'ensemble des autres, réu-
nies sous le nom vague de hasard.

Lorsque plusieursétoiles semblent voisinessur lu voûte céleste,
leur proximité dans l'espace est la première explication qui se
présente. Nc peut-on pas en imaginer d'autres?

Si l'ensemble des étoiles forme un réseau régulier, si le Soleil

en est un somme, les lois géométriques de cette immense cristal-
lisation peuvent exiger des alignements. La Terre, voisine du So-
leil, aperçoit, pour ce motif, beaucoupd'étoiles dans une même di-
rection. L'hypothèse, dira-t-on, ne mérite pas examen. Raison de
plus, si on la condamne par l'appréciation clc; probabilités Il
priori, pour ne négliger dans aucun cas le rôle indispensable
qu'elles doiventjouer.

136. On Il attaché beaucoup d'importance à la recherche de la

probabilité des événements futurs, déduite des événements ob-
serves comme corollaire de la probabilité des causes.



Le problème peut s'énoncerainsi
Plusieurs causes peuvent produire tilt mémo événementdont fa

probabilité dépend ;'i la (ois de ta probabilité pour que chaque
cause agisse et de- la probabilité ijuc, dans cc cas, elle dunnc à
l'évétt(;meiit.

Si les probabilités des causes sont nr,, m. ra, et celles
qu'elles donnent l'événement pt, pm la probabilité.
a priori, pour que l'événementse produise, est

On Jait un certain nombre d'épreuve, dans des conditions.
tettes que la même cause, on ignore laquelle, a agi dans toutes. Si
l>s causes sont de.. urnes de compositionsdifliurente*, que le hasard
peut di'-sigiiL'r pour qu'on y fasse le tirage, une même urne servi

tous l«s tirages, l.a connaissance des n'stiltals obtenus change
les probabilité, qui ne son) plus, pour les dilTérentcs causes.
"u ""s mif On dmiancle lu probnbiliti' pourqtrunc nouvelle
épreuve, faite dans le* nu:ino< conditions <jut.' les précédentes,
procure l'arriver* «l'un événementdésigné.

I ne urne, par exemple, contient des boules noires et des boules
Manches en proportion inconnue. Toutes les suppositions .vint

On a l'ait ;a tirage* il est sorti m boules blanches et n noires.
Oiielle est la probabilité pour que le <jl i )'•»« tirage amène une
boule blanche?

Soit .r la probabilité donnée par la composition de l'urne la
sortie d'une boule blanche. Toutes les vn/cursrfi' j- sont, a priori,
i'gu le m en t pro bu blés

Lu probabilité qu'une valeur. donne à l'événement observé est

La probabilité pour que. soit compris entremet x--djr peut
donc être représentéepar



G étant indépendantde.r. Lu probabilité jjLturijtiex suit compris

entre o et 1 est la certitude, Ou doit donc avoir

et la probabilitépour (jue le rapport du nombre des houles hlan-
ches au nombretotal des boules soit compris entre or et x -i- (h- est

lihinclii.' est la somme des produits des diverses valeuis de la | iro-
Inibiliti' ,i- |iiir la probabilité pour (jue iliacune soit ht vi.'riluljlc.
i:"c»l-à-dirii

Les iipplirnlions fuites tic celte l'ormule ont ël<; pros(|iic

lotîtes sans fondement.
Ou a osé

(Icrnain.

Pour chercher lu probabilité d'un t:\uueineiit, il i'iiul ucet'|>lci'



son Contrairecomme possible. Une uruc est donc supposée qui
coâHonldes houlesblanChes ct des-boule* noire*. La probabilité
d'en tirer t boule blanche représente celle de voir le Soleil se
lever. Jamais il n'a Manque celu dure depuis six mille ans.
L'utm% consultée fois, a donne aigi5ao boulesManches.

La formule donne pour la probabilitéd'un nouveau tirage sem-
blable aux précédents

Est-il besoin d'insister sur l'insignifiance d'un tel calcul?
Représentons-nous le premier homme au premier coucher du

Soleil. Il devrait, pendant sa première nuit, s'il raisonne comme
(Jondorcet, assigncr la valeur la probabilité de le revoir. S'il
comprend la question et s'il sc la pose, les chances pour lui se-
ront beaucoup moindres. Le Soleil a dispartl; s'il est éteint, qui
le rallumera?S'il est tombé dans la mer, comment en sortirait-il?

Sans avoir cependant la science parfiite que lui supposent les
théologiens, le premier homme se persuadera sans doute, après
cent apparitions, que le Soleil tourne autour de la Terre; rien
alors ne duil lui faire craindre un arrêt brusque. l'absence du So-
leil au cent et unième jour ne l'étonncrait pas moins que celle
des objets éclairé. chaque matin par ses premiers ravons; faudra-
t-il, en invoquant la formule, supposer qu'après cent jours la
probabilité de les revoir e,t L'absurdité serait précisément
la même.

Le lever du Soleil, après une année, sera pour le premier
homme une certitude.

Si le temps doit la confirmer et l'accroître, c'est par la décou-
verte des lois astronomiques et non par le succès renouvelé d'un
même jeu de hasard.



CHAPITRE VIIJ.

LOI DES ERHEIJKS

I» <1«T .Itlroiimui» .lia l'mis cille ,|#f
Watrjihi.liillrJUollvIl.vIiiiurît.dia TlieorlB élue Auf-
£aliu der bolitri'ii Merlivmk.

llKUKL.

Postulalum de Gauss. Autre hypothèse faite implicitement.
HO. Cas dans lequel le poslulalum est rigoureusement exact. J4I. Con-
séquence des suppositions acceptées. Comparaison du résultai avecune formule connue; accord apparent. uiiiU non ré,:l. )j3. \ulres con-tradictions résultant de la lui admise. Conséquence.lui, autre mode
lte combinaison des mesures. 14-3. L'observation runliruu- la refile de (iauss.les erreurs couslaiitcs étant écartées. (le
1S7. Résultais do Bradley dis«;ulés par Il, US. Jlùt«-riniuali«ndu para-mètre «liverses formules. IW. Vérifications possibles. liu. Valeur pro-bable du carré de l'erreur commise en adoptant la premii-iv formule.
151. Valeur probable pour lu seconde. I.V.1. O.niparaisoii di*ilcux résultais.

Les formules peuvent être rcmplai-éi-*par d'autres qui sont préférables.1.>S. Autre modification accroissant la configure méritée par la formule
I.Ï5. Autres méthodes pour cnlculvr Croupoineiil .les obsenalïons
deux par deux; valeur probable de h. p|s grande erreur. I». \uire dé-
monstration du ré5,,llal. Valeur probable du carré ,1,- la plus Krandc
clcs erreurs considérées cieux il deux. l.W. «ruupeiiient <les err-urs trois partrois. Distinction nécessaire entre IV-nriir véritable et l'erreur

Cas plus général. |fi|. Uiscussi. de la .lémonslrationprécédente.
162, hxprcssion qui caractérise la précision d'un système tic mesures163. Ce qu'on entend par poith ct par prfrmon. Kii Si la loi de probabilité
était autre, ces deux mots n'auraient plus de seus précis. Il;5, Ksl-il permis
d écarter les mesures rendues suspectes par leur dit). • “»«: la moyenne?

1CÛ. \alcur probable de la plus petite des erreurs commises. H)T. Com-binaison d'observationsqui n'iuspir.-iil pas .-cal,- r»nlian.:e. KM. |>arias,.«lune grandeur en plusieurs parties mesurées séparémiMil. HJi). Rvahiïition
donné.! par Pouricr en Kgyple. 1 il). Discussion relative la délcrmiiiali.m
(le la constante /.• déduite d'un système d'observations.

La loi rigoureuse de probabilité tics erreur* d'observation
varie sans doute avec ta grandeur mesuré. conunu avec Il- d.oiv



dVnnslrumenl et l'habileté de l'observateur;elle, est inaccessible

Ealer, IJeruoulli, Lngrangv et Lapluce aul fait des hvpothèse*
démenties parles faits et mui justiliées par des preuves sans vrai-
semblance.

(iauss, plus heureux, a déduit d'un raisonnement fort simple
une lui que la démonstration laisserait douteuse, mais que les con-
séquences justifient.

Lorsque plusieurs mesures dune grandeur inspirent une con-
fiance égale, la valeur lu plus probable est la moyenne de celles
(fti'on a obtenues.

Tel est le postulatuiu de (iauss. Tous les observateurs, avant
qu'il dit pris pour base de la théorie, avaient adhéré eu en lui-
sant usage.

S'il suiïisait d'admettre une règle aussi plausible, la théorie
serait parfaite.

A la condition énoncée, il J'aul, malheureusement, en ajouter
plusieurs autres qu'on ne di, pas. Nous (levons signaler d'abord
une dilléreuce essentielle entre la valeur la lllus probable d'une
grandeur et la ntcillcure valeurà adopter.

La valeur la lllu, probable est celle dont la probabilité est la
plus grande, l'eu importent tes autres. t'êtes doivent Imites, ce-
pendant, diriger le choix à faire. S'il est utile d'accroître la pro-
babilité des petites erreurs, il est désirable aussi de diminuer
celle des grandes. S'atlacherseulement choisir hi valeur ht plus
probable, c'est imiter le joueur qui. pouvant espérer un grand
nombre de gains différents et craindre un grand nombre de
pertes, prendrait ses décisions de manière accroître la chance
de gagner le lllus gros lot, sans aucunement se soucier des
autres.

Kn disant i Kn présence de plusieurs wesuivs d'une même
grandeur, le parti le meilleur est d'adopter la moyenne et
« La moyenne entre plusieurs mesures est la valeur (il plus pro-
bable », on énonce deux propositions différentes. On a eu tort de
les confondre.



Supposons,pour donner un exempte,qui* l'un cherche l'origine
prüliabtc d'une plante d'espèceconnue cueillie eu France.

Dans ta liste des roo localités où {'espèce; se rencontre, on en
trouve trois dans la même commune du Cantal elles autres dans

communes différentesdu Finistère.
La commune la plus probable est en Auvergne; l'origine pro-

bable de lu piaule, la Bretagne.

439. Après avoir proposé Ie posLuIalum qui a ôlé admis sans
difficulté, Gauss représente par y(A)</A la probabilité pour que
l'erreur d'une mesure soit comprise entre A et A -f- </A-, la loue-
tion a(A) est l'inconnue qu'il veut déterminer.

Ici encore s'élève une objection. La probabilité d'une erreur A

est-elle une fonction de A?

Ne dépend-elle pas de la grandeur mesurée? Si l'ou (ait une
pesée, si l'on mesure un angle, lorsque le poids c:sl un nombre
exact de milligrammes, lorsque l'angle contient un nombre exact
de secondes, n'a-l-on pas plus de chanccs d'évaluer juste que s'il
faut ajoutcr une fraction? Si cette fraction, que l'instrument

il(.-

donne pas, est exactement égale n'a-t-on pas, en l'évaluant,
moins de chances d'erreur que si elle est

En disant, sans explication Soit '^(A) f/A la probabilité d'uneer-
reur A, on s'écarte, dès les premiers mots, de la rigueur promise

en quelque sorte par la forme géométrique de lit démonstration.

1.I0. Il est un cas où, le pnslulatum étant rigoureusement dé-
montrable, la conclusion cependant n'est qu'approchée. Ccsi

une preuve décisive contre l'exactitude de ta théorie.
Supposons que la grandeur a mesurer soit Ir, rapport du nombre

des houles hlanchcs au nombre total des boules. dans une urne de
composition inconnue.

On tire un certain nombre de boules; nous le daignerons

par p.
Sur ces u boules, m sont Irlanclles.

La fraction
peut être considérée comme une mesure du rap-



port cherché. L'instrument qui t'a donnée e>t (fautant plus précis

que te nombre des tirages est plus grand, L'upératuih recommen-
cée n fois donne les mesures successives

La valeur la ylus probable ilti rapport vlii.<rché déduite des n\x

li rages est

elle est, on le voit, la moyenne entre les valeurs successivement

obtenues par n mesures qui méritent même confiance. Si la dé-
monstration que nous alluns donner était irréprochable, la con-
clusion devrait, dans ce cas, s'appliqueren toute rigueur.

Soient ./• <j x,, les valeurs d'une même grandeur
données pur mesures successives, l'ailes dans les mêmes condi-
tions cl dignes de la même' confiance.

La valeur lu plu; probable de la grandeur inconnue est, on le

suppose, la moyenne

Si csl la valeur véritable, les erreurs successivement commises

ont élé 5-i'i. z–.e-2, s .(“. La probabilité, avant l'é-

preuve, de ce concours de mesures, c'est-à-dire celle de l'événe-

ment observé, est proportionnelleau produit,

I

La probabilité pour que la valeur exacte soitest proportion-
nette il (1. la valeur la plus probable est celle qui rend ce produit
maximum elle duit donc rendre nulle sa dérivée et, par consé-

quent, aussi celle de son logarithme, et l'on doit avoir

(>.)

Cette écluation, d'après le poslulatum, doit être satisfaite par lu



valeur

Si l'on pose

.O.i

l'équation '>.) peut s'énoncer de la manière suivante
La somme des valeurs de la fonction F(«) doit «Ire nulle

lorsque celle des valeurs de lu variable est elle-même égale
zéro.

Si l'on considère deux valeurs Il, et a* de la variable, on doit
avoir

la fonction est impaire.
Si l'on en considère trois. «,, u> cl «, ti. on doit avoir

On déduit de cette équation bien connue la forme de la fonc-
tion F; elle est proportionnelleil lu variuble.

lA-mialion donne

Gel li étant des constantes.
On peutle facteur 0.
La probabilité d'une erreur comprise en Ire- ;i.'tj-- ci. étant



elle représente ta certitude, tl l'aut l'égalerà l'unité, On cn déduit,

en se rappelant l'équation bien connue

<D

une seule constante servant à distingueret à caractériserles cas.

La vérification dont nous avons parlé (140) semble con-
lirmer le résultat.

Si, sur ;jl tirages faits dans une urne, on a rencontré m boules

blanches, la probabilité pour ([tic la composition de l'urne donne

(jj

Le théorèmc semhle confirmé; il est mis en défaut la for-
mule est seulement approchée, elle devrait t;tre rigoureuse-

ment exacte.

H3. La règle des moyennes, il importe d'insister sur ce point,
n'est ni démontrée ni exacte. S'il était admis que la moycnnc
entrc plusieurs mesures fait toujours la valeur la plus probable, il

en résulteraitdes contradictions. Quand on mesure une grandeur,

on mesure, par cela même, toutes les fonctions de cette grandeur,

son carré par exemple, ou le logarithme du nombre qui lu repré-

sente. Pourquoi la valeur la plus probable du carré ne serait-elle



pas la moynnc dos valeurs obtenues pow h- carré, et la valeur
probable du logarithme, la moyennedes logarithmes?

La valeur la lilus prohabtc d'une grandeur dont les mesures
successive*sont j: xa, serait alors représentéepur l'une
nu l'autre des formules

• •>.»

le carré de la première est, en effet, la moycnne des carrés, et le
logarithme de la seconde, la moyenne des logarithmes.

Il ne faut pas, pour écarter l'objection, faire une distinction
entre les grandeurs directement mesurées et celles qui résultent
d'un [,*Il mécanicien pourrait, bien aisément, annexer à
une balance une aiguille marquant le carré ou le logarithmc du
poids. Ce carré, on ce logarithme dépeindrait alors la grandeur
mesurée. Le postulait»»! admis dans un cas devient donc im-
possibles clan, les autres.

La seconde supposition indispensable la démonstration, la
possibilité d'exprimer la probabilité d'une erreur en fonction de
cette erreur seulement, implique égalemcnt contradiction. Une
grandeur étant égale èt on lui trouve, en la mesurant, la va-
leur ./• l'erreur est X .r,. L'erreur sur le carré est a:
Si l'on pose

la probabilité d'une erreur s étant %{z).celle de l'erreur a j-, 3 z-
sur le carré sera aussi Elle n'est pas une fonction de )'et'-
)'eu)' commise.

lit. L'importance du résultai justifie l'élude et lit discussion
minutieuses des détails.
suivant

Si (ions* avait adopté, milieu de la inovcnnc. un autre modo



de combinaison des. mesures, quelle toi des erreur* en aurait-il
il&luttc?

En supposant que

représente la valeur la plus probable d'une grandeur dont tes va-
leurs successivement obtenues sont .r,, xx r,n quelle est la

loi correspondantepour la probabilité des erreurs?
En général, nous allons le démontrer, il n'existe pas de loi.

exprimant la probabilité d'une erreur A en fonction de A, qui
puisse justifier l'adoption de la fonction y. Le problème ne peut
être résolu que pour certaines formes très particulières.

En désignant par la valeur de la grandeur mesurée et par
i}(A) la fonction de .1 à laquelle est proportionnellela probabilité
d'une erreur A, la valeur la plus probabledoit rendre maximum
le produit

Pour que l'équation ^S) puisse ètre satisfaite par une fonction F.
il faut que les valeurs s–jc,, z xt j jc,, de la variable,
auxquelles correspondent les valeurs de la fonction dont la somme
doit être nulle, ne soient pas indépendantesles une, des autres.

Les Il fonctions de Il variables

doivent être liées par une relation. 1) faut et il suffit, pour cela, (lue
leur déterminantfonctionnelsoit nul.



On doit avoir

Telle est la seule forme possible de la fonction pour laquelle
la recherche, telle qu'on l'a faite, puisse donner une loi de proba-
bilité.

La forme obtenue pour peut se délinir simplement. La l'onc-
tion est teUe qu'en donnant à toutes les mesures prises un
mcme accroissement ot. elle augmente elle-même de et. Celte 1:011-

dition est nécessaire et suffisante pour que la fonction ait la

forme iy
Si l'on prenait

(10)

la condition ne serait pas remplie.
Aucune loi de probabilité des erreurs, en foiirtùm de Vtrrrur

commise, ne peut donc justifier l'adoption des formules

Ho. Malgré les objections précédentes, la formule de < iauss
doit être adoptée. L'observationla confirme cela doit suffire flans
tes applications. Les conséquences minutieusement étudiées se son)
toujours trouvées d'accord avec les faits. Il est bien entendu que



Lis erreurs cottstuntessont en dehors des formules chaque obser-
vateur doit étudierso» instrument et sa méthode pour les ('car-
ter. La moyenne, évidemment, ne peut donner que la mesure
entut:ht'e de l'erreur systématique inhérenteil l'instrument, Si t'o»
pèse avec de taux poids, si les (ils de la lunette sont mal placés,
les moyennes ne pourront pas faire les corrections; c'est à la
grandeurmesurée accrue de l'erreur constante (lue se rapportent
alors les formules.

146. Disons d'abord comment la vérification de la formule a été
faite.le premier, a fait la comparaison des erreurs commises
dans de nombreuses observationsavec les conséquencesde la for-
mule de Gauss.

Le théorème de Hernoulli permet d'affirmer que, dans une série
Miflisamment nombreuse, si l'on partage les erreurs en groupes
bien déliais, chaque groupe se présentera un nombre de fois à

peu près proportionnel il sa probabilité.
Bessel a étudié quatre cents observations de Bradley portant

sur les coordonnas, parfaitement connues aujourd'hui, d'une
même étoile. Les erreurs ont été classées par ordre de grandeur;
un a compté le nombre de celles yui sont inférieures à o",4 en
valeur absolue, le nombre de celles qui sont comprises entre o",4
et o",8, etc.

On a comparé ces différentes nomhres avec le Tableau des nom-
bres probables de chaque groupe d'erreurs, d'après la loi de pro-
babilité admise

Le calcul exige la connaissancede la constante Il. Les méthodes
pour la calculer sont nombreuses; leur accord numérique est une
des mcillcures vérifications de la théorie.

Nous reviendrons sur celle impurtante question. Bornons-nous
à faire remarqueren ce moment que chacun des calculs qui vont
donner, en fonction de le suppose connu, le nombre probable



des erreurs d'un certain groupe, suflit..par la condition d'égaler
te résultat du calcul celui de l'expérience pour fournir une
valeur de Si l'on n'avait qu'un groupe, ta détermination de la

constantepar la condition de satisfaire ù l'égalité qu'on veut véri-
fier formeraitun cercle vicieux. Mais les égalités sont nombreuses.
Chacune d'elles déterminera une valeur de /; on adoptera lu

moyenneet les vérifications ullt-rieures auront toute leur valeur.
Nous aurons d'ailleurs à revcnir sur ce problème très impor-

tant de la déterminationde k.
La probabilité d'uneerreur compriseentreet5 •+- dz (Haut

Celte formulc donnera la probabilité pour qu'une erreur soit
comprise entre u cl entre o et et 3 se, etc. La différence
de deux termes consécutifs sera la probabilité pour qu'elle soit
compriseentre deux multiples.

147. Le Tableau suivant a été formé par M. Mkolaus Wuich.
professeur a l'École d'Artillerie de Vienne.

Les erreurs sont évaluées dans la première colonne par leur
rapport à Veneur probable,c'est-à-dire celle qu'il v a probabi-
lité de surpasser ou de ne pas surpasser. La moitié des erreurs
sur un grand nombre de mesures doivent être par définition.

pour ainsi dire, plus grandes, l'autre moitié plus petites que l'er-
rcur probable. On voil en effet dans le Tableau, cn regard de o.
le nombre /iooo indiquant que la moitié des erreurs sont infé-
rieures il a. On lit en regard de Sis;; sur erreurs, par
conséquent, il y en a hlus petites que Ic double de l'erreur
probable; 9J70, d'après le Tableau, sont plus petites que le triple,
9y3o que le quadruple et o,<)<).'{ que le quintuple



Sttr io «oui olnurvatians, nombre probable des erreurs plus
petite* que «/«, A tlaifl Terreur probable



La valeur (le k est inversement proportionnelle à l'erreur-

probable. Si l'on
;t posé, en cllct,

et, par conséquent, )> désignant l'erreur probable, la valcur cor-
respondante de k est

Bosse) a trouvé par la discussion des observations de

Bradlcy, on réduisant les nombres par une proportion l'hypo-
thèse do observations seulement. les nombres suivants pour
tes erreurs variant de o". f



Déclinaison ct'uïià étoile.

L'étude des observations d'ascension droitc de la même étoile

il donné

• o',m83.

Cent délcrnùnalions de l'ascension droite de l'étoile polaire
laites à l'observatoire de Kôriigsbcrg,de i8i'i j8i5. ont donne



l\î«.)»i

H9. Nous devons dire maintenant comment on détermine le
paramètre k.

Deux cas peuvent se présenter si les mesures ont porté sur une
grandeur exactement mesurée avant ou après les observations
qu'on discute, toutes les erreurs sont connues avec certitude. Si,
au contraire, les mesures ont été prises sur une grandeur qui n'est
connue que par elles, les erreurs sont incertainescomme la gran-
deur elle-même; et, en donnant ce nom d'erreur il la différence
entre chaque valeur observée et Ja moyenne, on ne peut avoir
qu'une évaluation vraisemblableet approchée.

-Nous traiterons d'abord Je premier cas, auquel se ramène l<>

second.
La détermination approchée de /• peut se faire d'un grand

nombre de manières. Il suffit, en effet, de calculer la valeur pro-
bable d'une fonction quelconque de Terreur commise dans une
observation. Iat moyenne des valeurs de cette fonction, dans une
série suffisamment nombreuse,en vertu du théorèmede Hernoutti.
différera peu de la valcur probable. En les égalant, on obtiendra
la valeur de k.

On peut ainsi déduire la valeur approchée de de la valeur



probable de l'erreurprise en valeur absolue, du carré de l'erreur.
>lu cube «il. en gênerai,, d'une,puissance quelconque de l'erreur.

La probabilité d'une erreur z étant

En admettant que, sur un grand nombred'épreuves, la moyenne
cles valeurs d'une grandeur (till'ère peu de la valeur probable, en
nommant CI' e., e,, les erreurs successivement commises
dans n observations, on pourra écrire

130. Chacune de ces équations donne une valeur de elles
doivent s'accorderet s'accordent, en ellct. dans les applications,



d'une manière très satisfaisante. On en déduit ces relations re-
marquables. S,, Sj, Sa, S, désignant ta somme des erreurs,
prises c» valeur absolue, la somme de* carres, la somme de*

cube», ta somme des quatriêtue» puissances, ou doit avoir ap-
proximativement

Ces formules singulières, dont le premier membre est fourni
par le hasard, méritent tant de confiance qu'un calculateurqui
sles observations sont remises et nui trouve ces égalités en défaul

peut tenir pour certain qu'un a retouche et «Itéré les résultats im-
médiats de l'expérience.

151. 11 impurtc d'évaluer la confiance méritée par les valeurs
de la constante / que nous venons d'obtenir. Ci'tle appréciation
consistera dans le calcul de la valeur probable de l'erreur com-
mise en adoptant une des équations précédentes.

Lorsque nous écrivons, par exemple,

m)

l'équation n'est pas rigoureuse. Nous savons que. pour de grandes

valcurs de Il, la moyenne des erreurs diffère, peu de qui est

la valeur probable. Quel que soit «, une grande différence est pos-
sible cela est évident; mais elle est peu probable.

Nous aurons une appréciation de la confiance méritée par l'é-



ijuiilion un cherchant la valeur probable de

d*r

On comprend lit nécessité d'élever l'expression au carré. KH©

peut être positive ou négative 1 sa valeur probable est nulle, cela
ne prouve nullement la précision des mesures Ics gratuit' va-
leurs peuvent être détruites dans la somme par des ternies de
signe, contraires.

On a

La valeur probable de chacun des termes du second membre est
connue.

Le carré d'une erreur c? a pour valeur probable l'erreur <>
(lui est prise ici en valeur absolue a pour valeur probable

et le produit etee de deux erreurs Il, par conséquent pour va-
leur probable s. La valeur probable de l'expression i'i- se ré-
duit, en ayant égard au nombre des termes de chaque somme, ù

elle tend vers zéro lorsque n augmente.

Cherchionsla valeur probable de

O'ii

cette valcur étant calculée. bien entendu, de nycma que la précé-
dente, avant les opérations faites et sans qu'on puisse prévuir ni
présumer quelles sont les plus grandes erreurs.

L'expression < i3 peut s'écrire



La ««'ettrjjroiittkle-a'oLticinJra en remplaçant(,il. quel que soit 1.

par sa valeur probable ,<y par -}j,;
ci r; p, Ou a ainsi

pour valeur probable de

io± On peut se demander quelle est, cuire ces deux évalua-
tions d'erreur à craindre, celle qui justifie le mieux la formule
correspondante.

Il ne faut pas se bornée:)comparer les résultats ('i

~ÏHk> l)Ollr (lonner t'avaulage au plus petit. Kn adtncttunt que

ces expressions dunnent une Terreur il craindre
ces erreurs ne portent pas sur la mirne inconnue. La première est
commise dans l'évaluation de t'autre, dans celle de Ce

qu'il faut assurer évidemment,c'est la petitesse de l'erreur com-

mise sur Soit 1- cette erreur, l'erreur sur sera et
sur

elle sera, en négligeant bien entendu yK –£.r; le carrelle

Terreur commise sur est donc et |e carré de t'en-
commise sur -X- est v3.

Les résultats obtenus doivent donc s'énoncer de la manière
suivante

La valeur probable de -'• y- est 1

La valeur probable de y- est

Par conséquent, cet adoptant la première forinulr, celle qui (le'
duit de la moyenne des erreurs, la valeur probable (,.SI

et, en adoptant la seconde. eti déduisant (le la
Il



iiiuycniie des carrés des erreur*, la vakfitr probublc dey* est

La secande formule doit être préfén'-c».

Les l'ui'inules piirfùilciitus peuvent élre remplaces par
il 'au 1res qui donnent un» plus grumk chance d'exactitude.

.Vous j'ésoudruns d'abord lu problème suivant
Déterminer lu valeur de ¡'lui rend mitiiina la valeur pro-

bable de

(M)

Cette expressionpeut s Y-crin.'

Il

Kn rctnplurant le* erreurs «•/ et leurs carrés par les valeurs pro-
bables, on a. pour valeur probablede i i;j >.



I5{; Xoitf déterminerons le facteur par ta condition que la

<<7.t

soit la plus pelile possible.
Celle expression peut s'écrire

Eu faisant le calcul commeau n" ou trouve pour valeur pru-
bable de celle expression

Ou diminuent donc la valeur probable du carré de l'erreur à
craindre, ni substituant ;i la formule

la formule, probablement ylus exacte.

< i*

io">. Lesil(. la valeur approchée- de sont eu
nombre infini.

On peut poser le problème d'une manière (lill'érenlr.
Les observations sont faites, ou conninl les erreurs, quelle est

la valeur lu plus probable de la valeur probable de /,• el cellede
On sait fille la valeur la plus probable n'est pa% la valeur pro-



bable et que t;i valeur probable du carré n'est nullement éjjale

ail carré de la valeur probable.
Soient e.j> .< les erreurs successivementcuntmises, k la

valeur inconnue-du paramètre caractéristique de la séric d'obser-
vatians.

L'événement observé étaut l'arrivée successive de u erreurs
ct, <> la probalnlité de cet événement était, avant l'é-

preuve, prouurtiuunelle ail produit

des probabilités simples.
La valeur dc la plus probable est celle qui rend ce produit

maximum.
Le maximumcorrespond celui du logarithme

c'est-à-dire à la valeur de qui annule la dérivée

C'est une des formules déjà obtenues.
Au lieu de ta valeur la plus probable de k, on peut chercher la

valeur probable, qui doit, en général, être préférée; la valeur
probable est l'espérance malliûmatii|iic de celui qui, après les

mesures prises, attendraitune somme égale à /
La probabilité d'une valeur de /•' est proportionnelle

lui désignant la somme des carrés des erreurs par Sj, on peut
la rcorésenter par

On déterminera G là condition



qui exprime que la probabilitépour que /< soit compris entre o
et t. est égale â limité. On <i

La probubilitû d'une valeur du paramètreest

La valeur probable de /.• est la sommc dus produits obtenus nn
multipliant chaque valeur de/'par la probabilité qui lrri corres-
pond

Si l'on suppose Il. très grand, en remplaçant la fonction

par sa valeur approchée



Il éta0t

1
et$ le on Petit

Le produit c *(i I a pour limite l'unité, et l'on voit ai-

séiiK'iil. que, pour de grandes valeurs de ti, le rapport

Il pour limite -
La formule nouvelle est donc d'accord avec celles (pu donnent

lorsque 1/. devient très grand.

l;jO. La loi de probabilité étant admise, en peut chercher il

l'avance la probabilité d'une combinaison quelconque des résul-
lais des mesures. La valeur moyenne de la quantité calculée, si le
nombre des mesures devient grand, différera peu de sa valeur
probable.

Nous résoudrons quelques problèmes dont les solutions, remar-
quables par leur simplicité, permettent d'élégantes vérilications.

Si, après avoir fait un grand nombre d'observations, on les

groupe deux par deux en chargeant le hasard de les associer, et
que, dans chaque groupe,on choisisse la plus grande des deux er-
reurs, la valeur probable de cette erreur petit se calculer elle est

le produit par \h. de la valeur probable d'une erreur prise au ha-
sard. La probabilitépour que, sur deti\ erreurs prises au hasard.



soit comprise entreet & •1- dz et l'autre plus petite que
a est

i.o premier facteur est, en effet, la probabilité pour que l'er-

reur, posinvc ou négative, suit compriseentre3 et+ ci: le se-
cond, lu probabilité pour que la seconde erreur soit plus petite

que On multiplie par > parce que l'une ou l'autre dus erreurs
cherchées peut être la plus gruiide et éjjafe à

La valeur probable etc z s'obtiendra en multipliant la probabi-
lité par et faisant la sutnme pour toutes les valeurs île

En intégrant par parties et remarquant que le tenue intégré dis-

paraît aux deux limites, cette expression devient

c'est le produit par de la valeur probable d'une erreur.
La valeur probable d'une grandeur quelconque diliV-rant peu.

sur un grand nombre d'épreuves, de la moyenne arithmétique des

valeurs fournies par le hasard, l'application de ce théorème à une

série de mesures d'une grandeur connue donnera cl a donnéà

plusieurs reprises une vérification des formules.

Le théorème précédent, remarqué expérimentalement par
M. le commandant Delaune^ peut s'obtenir plus directement.

Soient .f| et .r2 deux mesures prises successivement

peut être considère comme une mesure.
Kn nommant < et c2 les erreurs commisessur r, et <'>. le carré

de l'erreur sur celle mes tire nouvelle sera

Il!,)



La valeur probable de nulle, puisque les. vulcurs posi-
tives de et H de _êt oM mèron probabilité que te* valeurs néga-
lives. La valeurde it<j< est dune

eVsl |>n-eisi'-mcnl la valeur pivbablc du carré de l'erreur pour un
système de mesures dans lequel le paramètre caractéristique t.-

serait remplacé par /.y, it.

La valeur probable de l'erreur commise sur est donc

leyV :fais cette! e|1|'cul" Peut *lre la somme ou lu différence des

deux erreurs commises sur .r, et j-t la somme, si ces erreurs
sont de même signe; la différence, si elles sont de signe, con-
traires. Les deux suppositions ont chacune pour probabilité i;
on a donc, en nommant G ct P la valeur probable do la plus
grande et celle de la plus petite des deux,

158. On peut, en chargeant le hasard de grouper les erreurs
deux deux cnmme dans le calcul précédent, calculer la valeur
probable du carré de la plus grande.

L'expressionde cette valcur, obtenue par un raisonnementtout
semblable, est



Eu intégrant par parties, taisant porter l'intégration sur
et remanjuuirt tjtie le terme intégré disparaît- aux li-

mite*, cette expression devient •

C*1*' dz étunl la différentielle de l'intégrale par laquelle il est
multipliédans le premier terme. On a

139. On peut grouper les erreurs trois par trois, en chargeant

le hasard de les associer, et chercherla valeur probable du carré

de la plus grande des trois.
Ln raisonnement identique aux précédents donne pour celtc

valeur probable

Intégrons par parties, en faisant porter l'intégration sur
zc~k>ch\ eu posant, pour simplifier l'écriture.

et n'écrivant pas le terme intégré, qui s'annule aux deux limites,

nous aurons



nvàh ou a

La substitution de ces résatmù dans
pour la valeur probable cherchée,

ICO. Dans toutes les formules précédentes, que les observa-
tions soient faites ou projetées seulement, ce sont les erreurs vé-
ritables qui sont introduites.

Il arrivera très souvent (duns l'immense majoritédes cas, on peutle dire) (lue, la grandeur étant déterminée par les observations
seulement, les erreurs, évaluées par la différence de duque
mesura avec la mou-une, diflfreronl des erreurs véritables qui
restent inconnues.

tu remplaçant l'erreur véritable par l'erreur présumée, on oh-
tiendra une uilttur approchée do la constante/ Ou propose,
dans ce cas, des règles de correction fort simples, dont la démon-
slralion, malheureusement, peut laisser des doutes.

J.c problème est celui-ci:

•c" • '« ruant les mesures successivement prises d'une
grandeur X, si ion adopte la valeur

l'erreur probable est d'autant moindre que 1/ est plus grand,
pourvu que l'on ail pli, comme nous le supposons toujours dans
ce Chapitre, écarler les erreurs constantes.



La formule

(*•>

sera remplacéepai>

Celle valeur du U n'est pas, je n'ose pas dire esacle il ne

faut espérer dans aucun cas turelle lr soit mais conforme la

formule qu'on voudrait appliquer.

La formule (:*>.) donnera -U toujours plus petit que dé-

duit de l'ai' La correction la plus plausible consiste, nuus allons

le montrer, à multiplierla lurmulc (aa.ipar -> t!t' I1"' 'orsil1"-

n est grand, en changera très peu lu valeur.

L'expression (î«iproposée pour représenter peut être

transformée pur l'introductionde l'erreur 1: commise en adoptant

la inovenne X pour valcur de la grandeur mesurée.

Les différences .r,, \~xt, N- •'« sont rigoureu-

sement égales aux. différences r. ct, M i?-j I"- ?«> et lu

formule i'a-i peut s'écrire

identique à

(•ii)

mais li, étant Terreur commise sur la movenne, est égale ci la

moyenne des erreurs, et la somme <?,+ ("> ''« est égale

à «K; l'cxprcssioD (as) su réduit donc à

(Hj.l

Le premier terme représente la valeur île ^fi U'He que la loi-



mule 'h ) doit la donner. Cette valcur est diminuée de K»; par
conséif iwul. Ar* est plu» gram{ que A», et la substitution des er-
reui-s présumées au: erreurs véritables, en accroissant la valeur
tle conduit attribuer aux observations une précision plus
grande qu'il ne faut.

On a exactement

par conséquent,

<*>}

Les erreurs ei, e,. sont les unes positives, les autres négatives,
et, les mesures n'exposant, c'est l'hypothèse, à aucune erreur
constante, la valeur probable du produit <?,<», est nulle. On se
permet pour cette raison de supprimer le second terme de la
formule Il Il peut en résulter une erreur notable; unegran-
deur dont la valeur probable est petite est rrrlaincmciU petite
elle-même, quand elle est essentiellement positive; maris, quand
elle peut, comme ici, changer de signe, la valeur probable étant
nulle, cela prouve seulement que les valcurs positives ont même
probabilité que les négatives. Elles peuvent être fort grandes.
Quoi qu'il en soit, les observateurs, sur le conseil et l'exemple
de Gauss, supprimentle second terme de (:<5) et -i_ devient

on conseille, en conséquence, pour calculer t, de diviser la

sommedes carrés des erreurs présumées par n 1 et non par n,
dénominateur prescrit pour la somme des carrés des erreurs
réelles.

101. La formule précédente prend, dans un cas plus général,
une forme différente, très élégante et très souvent appliquéc.

Soient X,, X2 XI" p grandeurs de même espixe mesurées



par les mêmes procédés, avec le même instrument et les jihJhhjs
chaHee* d'erreur* Glia«jH«; mesure»été reproduite pttt*iettrs fois:
iii première, «j fois; la deuxième, n, fuis. ta dernière.
itp fois, les erreur» successivementcommisesétant < <'j, i',(
pour la première mesure ci, e '{, pour la tleujiii-me; e1,
e'£\ cf* pour lu dernière. La formule (•>.{ i, évidemment-il)-
plicable, donnera

(«Ci

Supposons que. les valcurs véritables des grandeursmesurées
restant inconnues, on remplace chacune d'elles pur lu moyenne
des résultats obtenus en la mesurant. Si K est l'erreur ainsi coût-
mise sur l'une d'elles, les erreurs apparentes seront

ct la substitution de ces erreurs appareilles aux erreurs véritables
remplacera, comme on l'a vu la formule par,

( a;

Mais <• e' étant les erreurs commises dans la mesure
d'une même grandeur et le paramètre de précisiun étant k, on a
approximativement.

La même réduction peut se faire pour les frictions relatives

aux autres grandeurs, et ta formule i%~) devient

N désignant le nombre totol «(•- n- .•nt, des mesures
prises.



Lii (îmnulc conseillée dans ce cas eki. d'après cda,

S (Vj X/)'1 étant ta somme des carrés de toutes les erreurspré-
minfiva et N –/> l'excès du nombre total des mesures sur le

nombre des grandeurs mesurées.
Si lus erreur-; réellement commises étaient connues, il faudrait

diviser la somme de leurs carrés har X et non par N • ->.
La démonstration suppose, malheureusement,que l'on puisse

regardercommenulle la somme des produits des erreurs considé-
rées deux à deux.

Lt:s erreurs r,,et, <•“ étant approximativement con-

nues dans chaque application de la méthode, on pourra, dans

chaque cas. vérifier approximativement aussi l'exactitude de l'hy-

pothèse faite eu supprimant le terme IV,
Cette vérification, si Il est grand, entraînerait, il est vrai, des

calculs hors de proportion avec l'importance du résultat.
Il e<t digne de remarque que, dans l'expression

dont les termes, les uns positifs, les autres négatifs, ont tous, n
priori, si on Ics considère isolément, m£mr> valeur probable, le

nombre des termes négatifs doit. le plus souvent, l'emporter sur
celui des termes positifs.

Soit :>•> le nombre des épreuves. Le cas le plus probable est
celui où, parmi les erreurs, il s'en trouverait u positives f:l jjl né-
gatives le nombre des produits <•<?/. dont le signe est négatif se

trouve alors é^id ;jl- et le nombre des produits positifs est
ia(jx i). La différence est A. C'est une raison, dans ce cas, si

l'on ne sait rien de plus, pour présumer que cette somme arbi-
trairement négligée sera négative.

Si l'on te nombre des erreurs positives et u -(- x
celui des erreurs négatives, le nombre des produits e/Cf obtenus



vu multipliant une erreur positive par une erreur négative sera

Le nombre des produit*négatifs sera Je 1.lus grand, si l'on u

La probabilitépour qu'une errcur suit positive es» i; par consé-
rlueut, la probabilité pour que, sur 2 p erreurs prises an hasard.
Vtcart, différence entre le nombre des erreurs positives et le

nombre le plus probable x, soit plus petit ipie t 2 o<l (fio)

La probabilitépour que le nombre des produits nr'^atif< l'emporte
sur celui des produits positifs est donc plus grande (pie

103. La formule

(aH,i

caractérise la précision d'un système de mesures dans lesquelles

une grandeurété successivement trouvi're éjfale Ù .t, .i:à r,
On peut lui donner une forme plus élégante et plus enmmode.
:>; et xt- étant deux quelconques des Il mesures, l'expression est
identiquementégale à

fMj\

Les deux formules et (au.) sont composées des mêmes
tenues.



On a, identiquement aussi.

La valeur de* :-fi est donc donnée par ta différence entre la

moyennedescarrés des mesures prises et le carré de leurmoyenne.
Si tuulcs les mesures sont égales, l'expression se réduit à zéro. La
précision doit être supposée infinie.

Lorsqu'on tt pris plusieurs mesures d'une même gran-
deur, calculé la moyenne, déterminé la valeur de la émulante
spécifique cette constante k est souvent nommée la précision
et le poids de chaque observation.

Il importe d'expliquer ces locutions.
La précision d'une mesure est dite >. Ibis plus grande que celle

d'une autre mesure, lorsque la probabilité d'une erreur comprise
entre et ci;. pour une mesure du premier système est la
même que celle d'une erreur comprise entre %z et '(s-hdii
pour le second. Si, par exemple, les crrcurs commises sur les
minutes, en mcsuraut un angle, ont mêmes probabilités que les

erreurs sur les seconde contntïses en se servant d'un autre in-
strument, la précision du second système de mesures est. dite
(io fois plus grande que celle du premier.

Le poids d'une observation est dit,3 fois plus grand (pie celui
d'une autre observation, lorsque les conséquencesque l'on peut
déduire sur la valeur de la grandeur mesuré par une observations
du premier système équivalent à celles que l'on peut déduire de
J3 observations du second système donnant toutes le même ré-
sultat.

dra que m observations concordantes du premier système puis-

sent être remplacéespar /1 observations identiques du sccond.
Le système d'observationsqui donne t'erreurune probabi-

lité proportionnelle



aura À pour précision et pour poids, si t'on prend pour unités
la précisionet le poids d'une observation d'un système daus le-
qocJ la prohahilitéd'une erreur s serait proportionnelle à <ra*.

La probabilité d'une erreur comprise entre s et z + ds étant,
en effet, supposée égale a

en remplaçant s par/ la probabilité d'une erreur comprise entre

c'est précisément celle d'une erreur comprise entre ;et;_ tfc
dans le premier système.

Si l'on suppose fc* la probabilité d'une erreur étant pro-
porlionnclle Ii

celle de m erreurs égales à commises dans m observations suc-
cessives, sera proportionnelle à

La probabilité de n erreurs égales à z, commises dans le obser-
vations successivesfaites dans le second système de mesures, sera
proportionnelle

Les probabilités des deux systèmes d'erreurs sont donc propor-
tionnelles et par conséquent égales pour toutes valcurs de si
l'on a

Le poids du premier système d'observations, celui du second

étant pris pour unité, est donc égal a il à I,



Il est intéressant de remarquerque, si la loi de probahîlitû
Il'avilitpiis une forme toute spéciale^ les mots poids et
dont tes physiciensfont souvent usage, ik< pourraientpas avoir de

sens exact et précis.
Supposons deux systèmes d'observations.Soient, dans le pre-

miel', v(s)th la probabilité pour que Terreur commise soit com-
prise entre et z <h et i(s) </s la probabilité d'une intime CI'-

reur dans le second système. Pour que le rapport des précisions

soil Il, il faut et Il suffit fille le rapport soit constant, et

puur que le rapport des poids d'une observation dans les deux
systèmes soit égal/, il faut que le rapport

soil constnnl.
Pour que le système caractérisé pur la fonction -s(z) donne, par1

rapport il un autre système quel qu'il suit, caractérisé pur '!>(;),

un poids déterminé et une précision définie, il fait que le rapport

soil indépendant de 3.
Posons donc

<3<>)

G riant indépendant de et déterminons les formes possibles
de la fonction':(:,).

On peut remplacer l'équation i3o) par



la fonction F est définie par la condition

représentantle rapport =
Soit ); = /<
On aura

(3 t.

Lu fonction F est donc multipliée par k'A quand lu variable est
multipliée par h. On aperçoit la solution

Il étant une constante on en déduit

S''s) devant rester invariable quand on change 3 en l'expo-
sant ;x -T- 1 doit «?tre pair.

On Il dans ce

Le poids /-est lecarré de la précision A. L'équation(3i)n'mlniel
pas d'autres solutions; niais la démonstration,d'ailleurs facile, est
sans intérêt pour le Calcul des Prohaliiliiés.

ICC. Entre plusieurs mesures d'une iikmiic grandeur, celles qui
s'écartent le plus de la moyenne sont pn'-siiniées avec raison presque

avec certitude, clic moins lionnes que les autres il semble iiii-
turcl de les écarter.

La question est délicate. Les observateurs ne se permettent
une telle suppression qu'après avoir reconnu une cause vmisoni-



blable et intrinsèque à l'infériorité de la mesure suspecte. On
eroirait 'manquerà (a sineérkû thte en omettant trne mesure-, -d'ail»
leurs irréprochable, par cela seul qu'elle s'écarte, du résultat pré-
sumé.

Il est incontestable que, si l'on est certaind'avoir opéré de la

même manière et avec le même soin, toutes les observations ont
le même droit» exercer leur influence sur la moyenne adoptée. Mais

si l'on opérait toujours de la mit me manière, on obtiendrait tou-
jours le même résultat.

L'assimilation des erreurs fortuites à des tirages au sort dans

une urne composée de manière ù donner à chaque erreur la pro-
babilité qui lui convient est une fiction, non une réalité. Si l'urne
existait et qu'elle ftlt composée avec une perfection infinie, s'il
arrivait qu'une série de tirages faits dans les conditions normales
démentissent l'ensemble des autres, il faudrait les conserver assu-
rément. Mais si celui qui tirait les boules vient déclarer qu'il a
négligé de les agiter, peut-être aussi de plonger la main dans les

parties inférieures; s'il a pris et remis su boule toujours à la

surface, les tirages ainsi faits seront à rejeter. Ils le seront éga-
lement si, le tireur n'avouant pas sa négligence, on le soupçonne
d'être peu soigneux.; peut-être aussi, la question est délicate je
le répète, si la seule raison de le soupçonner est l'écart observé
quand il a tiré les boules.

Cherchons les conséquences de l'abandon des mesures présu-
mées les moins bonnes.

La question se pose de la manière suivante
On a pris Il mesures d'une même grandeur; tout semble régu-

lier, la moyenne est obtenue; la constante caractéristique dé-
duite de toutes les observations, a une valeur très grande; aucun
indice n'éveille la défiance. On est en droit de regarder comme
très probable la valeur de la moyenne; comme très probable aussi

la valeur obtenue pour k. La probabilité d'une erreur est re-
gardée avec confiance comme «'-gale à



Dans ces conditions, je calcule l'erreur, telle que la probabi-
lité pour qu'une erreur soit inférieure à ), ah une valeur/»arbi-
trairement choisie, ft suffit de résoudre l'équation

Viiy

1. étant ainsi déterminé, je supprime parmi les n observations
celles dont la différence avec la moyenne est plus grande queX;
il en restera np a peu près, dont une moitié environ sera plus
grande, l'autre moitié plus petite que la moyenne. On recommen-
cera les calculs en considérant ces observations comme les seules.

Supposons, pour justifier la hardiesse de ce parti, que, dans le
laboratoire où les mesures sont prises, se trouve un surveillant
d'une rare habileté qui, sans observer lui-même, suivc des veux, les
observateurs,et qui, très au courant des méthodes, très instruit
des détails relatifs à chaque instrument, des erreurs de division.
des inégalités des pas de vis, des petites imperfections des poids,
de l'influence de la température, etc., déclare, après chaque me-
sure, son opinion en un seul mot bien ou mal.

Personne ne contestera que, si ce surveillant est, comme nous
l'avons suppose, très habile, la suppression des mesures qu'il a
condamnéesaccroitrait d'autant plus la confiance qu'il en aurait
écarté davantage.

Quoi qu'il en soit, acceptant le principe, nous remplaceronslcs
observations x,,xa j- par/)», .rm, m différant peu
de np. Si ces m observations sont données à un calculateur soi-
gneux, il n'aura pas besoin d'en connaitre l'origine pour les dé-
clarer suspectes. Le rapport de la moyenne du carré des erreurs

au carré de la moyenne pourra dilférer beaucoup de

Pour aucune valeur de les erreurs des observationsmainte-
nues ne s'accorderontavec la formule

Le calculateur prévenu renoncera à la formule et prendra la



moyenne

pour représenter la grandeur inconnue,.
Soient il, t*, s,, les erreur» successives. La vateur du carré

de l'erre.urcommise sur la movenne sera

Négligeons t,-t»-f dont la valeur probable est nulle. La valeur
probable du carré de l'erreur moyenne s'obtiendra en divisant
pur m la movenue

peu différente, très probablement, de la valeur probable du carré
des erreurs maintenues.

Cette moyenne sera plus petite évidemment qu'avant la suppres-
sion des observations rejetées; mais il faudra, pour obtenir le

carré de l'erreur probable, la diviser par tu, et la fraction qu'i-llu
remplace deeuit être divisée par

La valeur probable du carré z- d'unc erreur plus petite

que est, lorsque les autres ont été écartées,

"'i)

Le nombre des erreurs ayant été multiplié par la fraction/ la
probabilité de chacuned'elles, dans l'intervalle ou elles sont com-
mises, est divisée par p. Le numéroteur de la fraction qui repré-
sente la probabilité reste le même, en effet, et Je dénominateur,
nombre des erreurs commises, est multiplié par p. En intégrant

par parties, l'expression (33) devient



Eu divisant par m, f?gal approximativement it np, ua a, pour
représenterfe carré «te l'erreur à craindre,

(->(AÀ; est, par déiinition, égal à et la valeur probable du
corrp de l'erreur devient

est nulle pour/ o; elle augmente avec et devicnt égale l'uniu"
pour une valeur inlinie de

Voici (|iiel(|iic.s-unesde ses valeurs

Le multiplicateur de –j, i'-valué approxiniiilivcnifiit pont
diininucr sans limite. On ne doit pas oublier que, pour ;ipj>liij ucr

la formule, il faut que les observations conserves. de ini'inc tjiii1
les observationsfaites, soient eu grand nombre.



167. La loi de probabilité des erreurs dont l'exactitude a été
vérifiée exp4'Hne»tttlem«nt en quelque sorte(Ho) permet de pré-
voir, lorsque les épreuves sont nombreuses, tous les détails rela-
tifs la scrie des erreur* commises.

Nous donnerons un dernier exemple en ehârchant la vateur
probable de la plus petite des erreurs commises dans un grand
nombre de mesures successives.

Soit 3 la plus petite des erreurs commises sur Il mesures. La
probabilité pour qu'une erreur désignée yort égale il s et soit la
plus petite de toutes est

Le premier facteur exprime la probabilité pour que l'errcur
soit le second, pour que toutes les autres soient plus grandes
que z. Chacunedes n mesures pouvant produire cette erreur mi-
nima, il faut multiplier l'expression par puis, pour avoir la va-
leur probablede l'erreur j dont elle représente la prohahilité, il
faut multiplierpar et intégrerentre o et x.

La valeur probahlede la plus petite des n erreurs est donc

Xi

Intégrions par parties, en faisant porter l'intégration sur le fac-
teur qui multiplie s, dont l'intégraleest

et, en remarquant que le terme intégré est nul aux denx limites,
l'expression devient

nj'i

Lorsqueest



cesse d'être petit, la puissance a placée sous te signe d'intégra-
tion rst négligeable, On peut donc, en désignant par une vo-
teur arbitraire de s, remplacer (34') par

Il «'tant grand et 1 n'étant pas très petit, le second terme de la

parenthèse est négligeable,et la valeur probable approchée de la

plus petite erreur est

168. Si l'on calcule par une méthode semblable la valeur pro-
bable de la seconde des erreurs classées par ordre de grandeur, on
la trouve double de la plus petite; la troisième est triple, et ainsi
de suite, tant que les formules d'approximation sont applicables.
Il peut sembler étrange que, en classant les erreurs par ordre de
grandeur absolue la valeur probable de la seconde ne soit pas
égale à celle de la première. Tout est symétrique,en effet, entre
les erreurs positives et les erreurs négatives. Pourquoi la valeur
prolable de la plus petite erreur négative dilTfère-t-ellc de celle
de la pins petite erreur positive?

Elle n'en diffère pas.
La singularité apparente provient d'une confusion qui s'établait

entre la valeur prohabled'une grandeur et la valeur qu'il est pro-
bable clc lui voir prendre.

Pierre et Faut doivent se partager un héritage. On sait que
l'une des parts, on ignore laquelle, sera double de l'autre.

Les deux parts ont mème valeur probable,égale pour chacune il

la moitié de la somme totale.
La valcur probable de la plus grande part est double de la va-

leur probable de la plus petite.

La valeur probable de la plus petite erreur est

plus petite que la valeur probable de l'erreur commise sur la

moyenne.



La valeur probable du carréde Terreur commise sur ta moyenne

Le carré de l'erreur commise sur la moyenne étant de même
ordre que celle de l'erreur est de l'ordre 4., beaucoup plus

v«
grande par conséquent que la valeur probable des pins petites
erreurs.

On accroîtrait beaucoup la précision d'une mesure si l'on pou-
vait découvrir les évaluations les meilleures et les adopter de pré-
férence à la moyenne générale; il en serait de marne si l'on pou-
vait prendre la moyenne des observations les meilleures. Elles
sont malheureusement confondues avec les autres sans que rien
les décèle avec certitude.

HO. La règle acceptée comme poslulatum prescrit, entre plu-
sieurs mesures d'une même grandeur, d'adopter la moyenne.
Cette règle suppose deux hypothèses la premicre, que nous
avons faite constamment dans l'élude de la théorie des erreurs,
est l'absence de toute erreur constante; la seconde, que loutes
les observationsméritent la même confiance et qu'elles aient été
fuites, par exemple, par le même observateur, suivant la même
méthode, avec le même instrument.

Lorsque cette seconde condition n'est pas remplie, il faut ap-
précier ces valeurs relatives.

Supposons que les constantes caractéristiques de chaque sys-
tème de mesures soient connues soient A-t, />“ ces con-
stantes, les poids des observations sont k;,k\ /;



Supposons que l'on ait ai mesures prises dans le premier sys-
tème, dans le deiixîfiiie, .»,, dans Ie /ih"

Ramenons toutea ces mesuresil d'autre!»dont le poids soit t'unité

et stlpposons cette unité choisie de telle sorte que Ai}, A*

soientdes nombres entiers.
Chaque mesure de poids k'j sera ruinplucét: par le système éi|»i-

valent de mesures ajaut chacune un poids égal à l'unité. Tout«s

les valeurs mises en présence ayant ainsi mèmc poids, il suffira

de prendre la moyenne. un désignant le nombre des mesures (le
poids kl et u1» la moyenne de ces mesures, on obtiendra ainsi là

valeur

C15)

On peut énoncer ce résultat eu disant que chaque mesure est
multipliée par le poids de l'observationcorrespondante et (jue la

somme des produits est divisé»; par la somme des multiplicateurs.

Le poids de la valeur (35) est

La moyenne entre plusieurs observations équivalut une obscr-

vation unique ayant pour poids la somme des poids des observe-

tions partielles.

171. Il arrive quelquefois que, pour mesurer une grandeur, on
la partage en plusieurs parties aua% a,, on mesure chacune

d'elles et l'on fait la somme.
Supposons que toutes ces mesure, aii-nl le même poids

Quoi est le poids de la sommc «, -h «< -f-

Soient 9 £2' les erreurs, inconnues bien entendu, com-
mises sur chacune des mesures; l'erreur sur la somme est

Cherchons la valeur probable des deux membres. Celle des pro-



duits tel* que if-t,- est mille, |miscjue les erreur* positives ont,
par iiiuinù probabilité que les ermirs négatives.

Les valeurs probablesdes termes tels que sout délies (t48) si

^î et,.par conséquent, puisqu'il j- a n termes, la valeur probable

•lu carré de l'erreur commise est

Si la probabilité d'une erreur commise sur la somme était re-
présentée par

est la précision d'une mesure qui donneraitau carré de l'erreur
commise même valeur probable que la somme éludiéc.

La confiance mériti'e par la moyenne de /1 mesures est inverse-

ment proportionnclle a

172. L'année française, pendant l'expédition d'Égjpte, voulut
déterminerla hauteur de la pyramide de Chéops. Les assises suc-
cessives, formant pour ainsi dire les «o3 marchesd'un gigantesque
escalier par lequel on s'élève au sommet, furent mesurées successi-
vement par les soldats du Génie. L'erreurcommise ao3 fois, di-
sait-on, sera multipliée par ao3. L'erreur à craindre, répondit
Fourier, est multipliée par iij, raicine carrée de ao3. On ignore
sur quels principes l'illustre savant faisait reposer cette règle,
que personne avant t lui n'avait proposée.



173. Je terminerai ce Chapitre par l'examen d'une question
très- dêlteatc.-On a pris plusieurs mesures d'une même grandeur

elles ne s'accolent pas. Une formule
trée fait connaître l'évaluation delà précisiondes observa-
tians, déduite de la somme des carrés des différences entre les
valeurs obtenues ou, ce qui revient au même, de l'excès de la

moyenne de la somme des carrés sur le carre de la moyenne. Il
faut appliquer cette règle avec beaucoup de prudence; elle sup-
pose, en effet, quo le mérite de» observations soit, te priori, in-
connu et que la discordancequ'elles présentent soit le seul indice
dont on dispose pour leur appréciation.

Il en sera très rarement ainsi. Si les observations sont faites

par un observateur habile avec un instrumentexcellent. elles mé-
ritent plus de confiance, lurs même qu'elles s'uccorderuientmoins,

que des observations plus concordantes d'un observateur mé-
diocre. Il n'est pas admissible, par exemple, qu'en détachant sur
les registres de l3cssel quelques observations d'une même étoile

on prétende en déduire une appréciation de son habileté et du
mérite de son instrument.

Lu constante désignée par k, prise pour inconnue duns les for-
mules trouvées (163), est souvent assez bien connue à l'avance

pour que des renseignements nouveaux n'autorisent pas à en
changer la valeur.

Le problème alors devient très différent.
La constante qui caractérise la précision du système d'observa-

tions étant connue, quelle doit être l'influence de l'accord plus
ou moins grand des mesures sur la confiance méritée par la
moyenne?

Si, par exemple, on a mesuré les trois angles d'un triangle in-
dépendammentles uns des autres, leur somme se trouvant exac-
tement égale à deux droits, faut-il, pour cette raison, accorder
plus de confiance aux mesuresque si la somme avait surpassé de
o,:«.j la valcur qu'elle doit avoir?

La réponse doit varier suivant les cas. Si l'observateur est in-
connu aussi bien que l'instrument, on devra appliquer la foi-



mule trouvée et la concordance des mesures déterminera la

précisiondes obscrvalfons.

Si la constante appelée /r* est assc» bien connue, priori,

pour qu'on écarte l'idée d'en changer la valeur, la concordance des

observations ne doit pas accroire ht confiance qu'elles inspirent.

La conclusion semble inacceptable.
Si les observations sont discordantes, si leurs différences dé-

passent l'erreur probable de l'instrument, peut-on leur accorder

autant de confiance qu'avant cet indice défavorable?

Si un observateur, quelleque soit son habileté reconnue, donne

du même angle trois mesures très différentes, ou n'échappera

pas à l'idée que, ce jour-là, soit fatigue, soit oubli d'une précau-

tion nécessaire, il a moins bien observé que de coutume. C'est

sur cette conviction que repose la défiance évcilléc par le résultat,

et c'est elle, précisément, que nous écartons dans l'énoncé du

problème.
L'application du Calcul des probabilités l'étude des erreur

d'observation repose sur une fiction dont il ne faudrait pas faire

une réalité. Les erreurs sont supposées titrées au sort dans une

urne dont la composition est délinie par la loi de probabilité

acceptée.
Si l'observateurest rnaladc, si l'on Il dérangé les fils de sa lu-

nette, exposé a l'humidité les poids de sa balance, changé son

thermomètre habituel, il fait, ce jour-là, le tirage dans une autre

urne, les résultats échappent à toute théorise.

Nous écartons, dans le calcul suivant, toutes les suppositions

de ce genre. L'observateur s'est appliqué comme de coutume, son

instrumentest en bon état, les erreurs sont soumises aux chances

habituelles; la constante k est connue et ne peut être changée

par le succès de quelque, observations nuuvelles.

Il faut admettre,en outre, pour que les hypothèses n'impliquent

pas contradiction,que les écarts n'aient rien d'exceptionnel.

174. Le calcul, lorsque ces réserves sont légitimes, justilie les

conclusiuns qui précèdent.



Supposons c|.ue n mesures d'une môme grandeur aient été
prises. Soient/ .r*, .>« les erreurs commisessuccessivement.
Cnticnnc d'oHes est in connue, bien entendu.

La probabilité d'une erreur comprise entre et s dz étant,
pour l'observation de rang i,

et les valeurs de/, étant eonnaes, la probabilité du concours des
erreurs supposées sera

ijiii

Soilla moyenne des diverses mesures, prise en rtyant égard
l'erreur probable <lo chacune d'elles, c'esl-A-dira (il\) en at-tribuanl chaque détermination de la même grandeur un poids

inversement proportionnel à la valeur probable du carré de l'cr-
reur.

On aura

Posons

et substituonsclans Impressionde la probabilité considérée
comme un élément d'intégrale- multiple, 1m variables

*i< • • 1 '/«.i à r,, r. v,, x,,n'est pas une variable indépen-
dante, car on u identiquement



doit être muplucé, couuiui un sait, par le produit

étant le déterminant fonctionnel des variables j, >•“ par
rapport à celles qu'on leur substitue.

Ce déterminant est

les dérivées de s •+• x" qui forment la dernière ligne étant déduite
de la relation

Le déterminant est égal n

La probabilité- peut donc être remplacée par

Le terme du premier degré eu dans l'exposant de e, dis-
parait de l'expression (38), à cause de la relation

Lorsque at, xj, a, sont donnés, la probabilité est de

la forme

(39)

et comme il faut bien que, dans cette hypothèse, ait une valcur



comprise entre -»et+ x, l'équation

La valeur probable du carré de l'erreur cummise sur s, déduit
de la l'urmule est

indépendante des valeurs supposées connues de x,, x".
Dans le plus grand nombre des cas, quand on entreprend une

série de mesures, l'habileté de l'obscrvateurn'est ni parfaitement
connue, comme nous venons de le supposer, ni complètement
inconnue,comme on l'a admis ce sont deux cas extrêmes.
Il arrivera presque toujours que, toutes les valeurs de k étant 1)08-
sibles, elles seront, fi priori, inégalement vraisemblables. Si la
loi de leurs probabilitésavant l'épreuve est inconnue, le problème
est insoluble.



CHAPITRE IX.

ERREURS 1)E SITUATION D'UN POINT.

SII le lut'ui olijecll aliaulo» ex obsortalloncprima de-
llnitui, if, r, t>Jus4goiolijccll ta» in olnerullu-
iillius s.'nucnilbus: fini in«ipi'r I', Q. Il, S puncl«ra
r<ii|irucg pruporlioiullaipollli «tagaliontiui, lier que
se dlITUndare poislut rrrurr* ex vlnerrallunlbi»sien-
liai proilotmlM, i|U» ilinlur i'i doit$ orrurum llnltlliu;
et ml nuocia p, i/, i; si potlM imclllnnlurpun.
dera l>, U. Il, s, hirunlalur coruui Knviulls
cuulruui dito puactum Z tore loconi oujacli, qui

pru rero <Ja« laco latliilaiobaberi pjlcit.
Routa Cote*.

175. Confiance de llravais dans la loi élémentairede lit probabilité des errcurs
proposée et abandonnée par Gauss. Conséqucnccdan* le cas où l'erreur

sur chaque coordonnée est la résultante de deux erreurs élémentaires.
177. Formulede )!ravais déduite d'un postulatuin. 178. Déterminationdu
facteur que la démonstration laisse indéterminé. Probabilité des écarts
dans le tir il la cible. 180. Ellipse dans l'intérieur de laquelle il y a proba-

bilité donnée de vnir la balle se placer. 181. \toycnnc probable des valeurs

dc la rem-tante Quelle est la mesure de l'tlabilcté d'un tireur.
Difficultéd'une réponse précise. 184. Vérificationsde la formule. 185. Er-
reur à craindre sur la moyenne dc< valeurs de la constante. lUfi. Valeur pro-
bable du carré rlc l'erreur commise dans l'évaluation du nnmbre des balles

intérieures il une certaine ellipse. 1S7. Calculs relatifs ir m»a balles tirées

dans une méme cible.

175. Lorsque les coordonnées d'un point sont déterminées in-

directement par l'observation de grandeurs dont elles dépendent,

l'erreur commise sur sa véritable place et la probabilité d'un écart

donné dépendent de la loi de probabilité des erreurs commises

dans les diverses mesures.



Le* éludes fuites sur cette question, particulièrementpar Bra-
va;.¡.¡ if ans-air Mémoire remarqué, supposent une confiance absolue

dans la lrai proposée par Gauss sur lu probabilité des erreurs élé-
mentaires; la probabilité d'une erreur z est proportionnelle à
« ~sl, la constante /,• variant seule avec la précision des mesures.

Les formules déduites de cette hypothèse sout confirmées par
les faits connus.

Bravais exprime les coordonnéesdu point observé en fonction
linéaire des grandeurs mesurées; cela revientà prendre pour va-
riables les différences entre les grandcurs mesurées et les valeurs
observées, en sulyposaut ces différences assez petites pour qu'il
soit permis d'en négliger le carré.

Supposons, par exemple, que, x et y étant les coordon-
nées d'un point inconnu dans un plan, on ait

X. et Y étant les valeurs approchées obtenues cu acceptant les me-
sures comme exactes et Il et v les erreurs commises sur ces me-
sures.

La probabilité pour que l'erreur it soit comprise entre cl
x dx étant

la prohabilité pour que le point dont les coordonnées sont x
et)' se trouve dans la partie du plan qui correspond aux limites
indiquéesest

On peut, dans cet élément d'intégrale double, substitucr aux



variables el les différences

Le produit chd$t d'après la théorie de la transformation des

intégrales, sera remplacé par

et la probabilité pour que le point soit compris dans le rectangle

infiniment petit dx,dj, prendra la forme

l'exposant de « étant la somme –/> »* Jï* exprimée en fonc-

tion de XI et de y,.

177. La méthode peut être étendue au cas d'un nombre quel-

conclue de variables élémentaires. On transformera, dans tous le,

cas, la probabilité d'un système d'erreurs mis sous la forme d'un

élément d'int'grale multiple, en introduisant au nombre des

variables les coordonnées du point étudié auxquelles il faudra,

dans le cas général associer d'autres variables. Ces variables

arbitrairementchoisies, disparaissent à la fin du calcul; mais les

transformations intermédiaires sont fort compliquées.

On obtient très simplement le même résultat en acceptant un
poslulatum équivalent a cclui de Gauss Cnoncé par Cotes,

en 1709, et employé ingénieusementpar M. Schols pour démon-

trer le théorème de Bravais.
0

Si plusieurs positions d'un même point ont été successivement

obtenues et méritent la même confiance, la position la plus pro-
babil! est le centre de gravité du système des différents points

considérés comme de même masse.
Soit -f (a, j3) d*. f/,3 la probabilité pour que l'erreur commise sur

l'ahscisse du point inconnu soit comprise entre x et « -H dr el
l'erreur sur l'ordonnée entre et f/,3, la point se trouvant



compris, par conséquent,dans un rectangle infiniment petit du
surface dxti'f.

Si .i Xff^n sont lescoordonnéesdes positions pré-
sumées d'un même point et x.y les coordonnées véritables, les
erreurs successivement commises dans Ic9 diverses détermina-
tions des coordonnées inconnues sont représentées pur .r xt,

X .i> •••» et la probabilité de leur concours est proportion-
nette au produit

La position la plus probable a pour coordonnées, d'après le
pnstulutuin,

Ces valeurs de x et de)' doivent rendre le produit maxi-
mum et, par conséquent, annuler les dérivées de ce produit par
rapport aux variables x et y.

Si l'on pose

<i)

les coordonnées x et), définics par les équations (a) doivent sa-
tisfaire aux équations

La somme des variables»
x .• x .<•• .# .?•“ est, en

vertu des équations (2). égale ù zéro, ainsi que celle des variables
~J'iiJ' .f2i • • m y y h aucune outre condition ne leur esl

imposée. Les fonctions F, et Va sont donc définies par le* condi-
tions que les équalions



soient lea coniéqui'ncesnécessaires des restions

entre les variables.
En réduisant à deux le nombre des variables, la condition se

réduit à

la fonction I'\ change de signe quand les deux variabtes chan-

gent de signe.
Si l'on suppose trois variables, on obtiendra,en tenant compte

du résultat précédent,

U)

quelles que soient les variables < fi, r*. On en déduit, en

posant =

La dérivée de F, par rapport a x est donc une constante. En

dilférentiant l'équatïon par rapport à r, et p3, on verra
qu'il en est de même de la dérivées par rapport à y. Les dérivées
de la fonction F, étant constantes, cette fonction est linéaire par
rapport aux deux variables il en sera de mtme de T%, et nous
pouvons poser, en remplaçant F| et F2 par les dérivées qui les

définissent (3),



par conséquent, La fonction l vU', f) définie pat' ses
deux dérivées est nécessairement, de lu forme

il, b, b' et C étant des constantes.
Les erreurs infinies étant impossibles, -s(jr, y) doit s'annuler

quand x et sont infinis, les constantes et h' seront négatives.
La probabilité d'une erreur comprise entre m et Il du pour .<•

et v el v + dv pour/ est donc de la forme

G étant une constante et À, constant aussi, pouvant être positif
ou négatif.

Les points d'égale probabilité sont sur une même ellipse ayant
pour équations

Il et i- désignant les différences entre les coordonnées du point
considéré et la position véritable, centre commun de toutes les
ellipses semblables entre elles dont les dimensions sont yropor-
tionnelles à y/H.

Les.quatre constantes G, À. /sont liées dans tou, les

cas par la relation nécessaire

11 faut bien, en efTct, que les erreurs aient des valeurs comprises
entre xet + x, et la somme des probabilité relatives il toutes
les erreurs possiblesest égale à l'unité.

Posons

à chaque valeur de Il correspond une ellipse dont la surface est



Tous les points de la couronnecomprise entre les ellipses cor-
respondant aux -valeurs H et Il .4- dU dtf paramètre ont tnôme pro-
babilité, et là sommedes probabilités relatives aux éléments de

cette couronneest

le facteurj^ .-représentantla surface de la couronne.

La conaition(5) devient

La probabilité pour que le point se trouve entre les deux el-
lipses qui correspondentaux paramètres il et li + tiH est

La formule précédente s'applique la probabilité des
écarts dans le tir a la cible.

La première question à résoudre dans l'étudedes questionsre-
latives à une arme donnée et à un tireur qui en fait usage est de
déterminer pour cette arme et pour ce tireur les constantes ca-
ractéristiqucs Il et ),. Nous chercherons pour cela, en considé-
rant ces constantes comme connues, les valeurs probables de u3,
f3 et uv, a et f désignant les coordonnées du point où frappe
la balle par rapport à deux axcs passant par le centre de gra-
vité de tous les points frappés, supposés, bien entendu, très nom-
breux.

Les valeurs probables, en vertu du théorème de lîernoulli, doi-
vent différer très peu des valeurs données aux moyennes par le
hasard.

Les coordonnées du point où frappe la balle par rapport aux



axes dont l'origine est au centre de gravité des points frappés
étant désignées par Il et t, la probabilité pour que ce poinl se
trouve dans le rectangle du dv étant

la valeur probable de ut est

(6)

On peut l'écrire

(7)

on a

et l'expression devient

<«>

La formule

donne pour (8) la valeur

Telle est la vuleur probable cle u~.
La valeurprobable de uv est exprimée par



un aura

La valeur probable de fil' se réduit donc à

la valeur probable de cs, calculéecomme celle de est

En égalant les valeurs probables aux valeurs moyennesdonnées

par l'ensemble des résultats obtenus, on obtiendra des équations

dont les deux membres, si les observationssont nombreuses, dif-

l'éreront probablementtrès peu. Posons donc

Nous aurons, pour déterminer/ et les équations



Le* constantesht et ). 4-taist ewirncs pour une certai.ne

arme et pour un certain tireur, si l'un pose

la probabilité pour que ta batte soit placée entre les deux et.
lipses qui correspondent auxIl et H -f-rfH sera

La probabilité pour que la balle trappe en dehors de l'ellipse

correspondant à une valeurH, du paramètre est

la probabilité sera J. L'ellipse correspondant cette valeur de Il.
contiendra, si les coups sont nombreux, la moitié des points frap-

pés a très peu près.

les neuf ellipses semblables correspondant ces valeurs du para-
mètre partageront le plan en dix régions contenant chacune,
vraisemblablementsur un très grand nombre de coups, la dixième

partie peu près du nombre des balles. La première de ces ré-
lions est la plus petite des ellipses; la dernièreest la portion du

plan située au delà de la plus grande.

Si l'on donne successivement Hies valeurs

<>, loiîïfi,

.ïrififig.

«,510k.
o,ti;)3l5,

o ,9 1 )>(),

i,u»(i;
i.fiogii.
a,3o'JÎ!).



181 A chaque point frappe par la balle correspond une valeur
(le Il. Lu valeur probable de IF est

Telle doit donc être, avec une probabilitéd'autant plus grandeque
les (-preuves seront plus nombreuses, la moyenne des valeurs
de H correspondant aux points frappés.

Une question fort importante doit rester indécise. Quelle
est, dans un concours de tir, la règle conseiller pour juger les
tireurs? Le problème ne me semble pas comporter de solution
absolue.

Si les balles tirées par deux concurrents peuvent être classées
de telle surte que chaque point frappé par le premier soit plus
près du centre que le point correspondant frappé par le second,
la décision semble facile. Dans ce cas-là même, si les différences

sont petites, le tireur dont les I)alles sont moins approchées du
but peut quelquefoisprétende au premierrang, en alléguant l'im-
portance d'un écart horizontal plus grande que celle d'un écart
qui laissc la 1)allc dans l'alignement vertical.

Il semble naturel, à première vue, de mesurer le mérite d'un
tireur par la surface de l'ellipsc à l'intérieur de laquelle il y a
probabilité donnée de voir la balle se placer.

La valeur de la différence

représenterait alors le mérite de chacun.
Cette appréciation peut. dans des cas extrêmes, qui, très proba-

blement, ne se sont jamais présentés et ne se présenteront jamais,
donner des conséquences inacceptables.

Si l'un des tireurs plaçait toutes ses balles sur une ligne droite
passant par l'origine des coordonnées qui sert de but, la règle
proposée lui assignerait le premier rang, quelle que lût la dis-
tance de ses halles au centre de la cilile. La surface de l'ellipse



caractéristique serait nulle, en effet, dans ce cas qui, véritable-
ment, n'est pa* à- craindre. H suffit qu'il soit possible ponr con-
damnerla règle. La théuric n'en reçoit aucune atteinte.

183. Si l'on regardai! priori toutes les directions comme in-
différentes, il faudrait supposerA = o, = la probabilité pour
frapper la cible si une distance comprise entre Il et Il -f- rlli serait

La valeur probable de H et celle de Ha seraient et -X- elles

représentent,pour ungrand nombre d'épreuves, la valeurmovcnne
des distances au centre de la cible et celle de leurs carrés.

Si dans un concours de tir on accorde le premier rang au tireur
pour lequel une des deux moyennes désignée l'avance a la plus
petite valeur, les deux règles, si les épreuves sunt nombreuses,
donneront le même résultat; celui des tireurs pourlequel k la
plus grande valeur sera certainementvainqueur.

Si les épreuves sont peu nombreuses, le concours devient un
jeu de hasard dans lequel, comme il est juste, un avantage est fait

au plus adroit. La varleur de déduite de la moteiinc des dis-
tances au centre de la cible, mérite moins de confiance que celle
qui résulte des carrés. Le rapport des carrés des erreurs craindre
sur/ dans les deux hypothèses, se calculera comme il est
«gai à iC– ir..

18i. La difficulté, on peut dire même l'impossibilitéde donner
une règle précise de préférence entre deux séries de coups résulte
d'une autre circonstance encore. Les formales précédentes suppo-
sent que, sur un grand nombre de coups, le centre de gravité des
points frappés coïncide avec le centrc de la cible. Nous avons
écarté, en un mol, les erreurs constantes. Elles ne sont jamais
nullcs cependant, et, quand un grand nombre d'épreuves auront
été faites, l'examen du mérite de leur ensemble devra commencer
par la détermination du centre de gravite du système des points
frappés. La distance de ce centre «celui de la cible représentera



«vee une grande pruuumiiiû la partie constante du l'écart, Pour
déterminer les constantes caractémlt(|tius A> 1./ et, un devra
rapporter les coordonnas des points frappés deux axes ayant
pour origine le centre de gravite. Le mérite d'un tireur se trou-
vera ainsi défini par cinq porami'Hre.'» les <)en\ coordonnées a et
li du centre de gravite (V de l'ensemble des points frappés et les

constantes k, k\ À, déterminéesau moyen des coordonnées prises

par rapport à des axes passant par le point G. La somme «*+ b-
ponrrait mesurer l'imperfectionsystématique de l'armc employée*

ou le défaut constant du tireurdans sa manière de viser, et la dif-
férence /.s A' 1- représenterait la précision. Le tireur est d'au-
tant plus habile que ces quantités sont plus petites, mais il est
impossible des leur assigner une importance relative.

Supposons deux tireurs, Pierre et faut, avant tiré chacun
balles. Les balles de Pierre sont toutes il 0'1 t du centre de la

cible dans un cercle de o",oj de rayon. Il y a dans sa manière de
tirer une cause d'erreur commune il tous les coups; à cela près,

son tir approclre de la perfection.
Paul, au contraire, n'a pas dans son tir d'erreur systématique.

Les points frappés par ses balles entourent le centre de la cible;
ils sont tous dans un cercle de om,i.j de rayon.

Entre ces deux tireurs, dont l'un tire avec plus de précision,
mais dont l'autre est exempt de toute erreur systématique, quel

est le plus habile:' Lu question ne peut être résolue. On pourrait
la comparer àt la suivante Deux chronomètres ont été étudiés.
Lorsque la température est constante, la marche du premier est
plus régulière; mais si l'on échauffe ou refroidit l'enceinte, il su-
bit une influence plus considérable. Comment décider la préfé-

rence méritée par l'un d'eux?
Le problème est évidemment impossible à résoudre.

18a. J'ai applique les résultats précédents l'examen de

iooo coups tirés par des tireurs haliïles aoom de distance avec
dix armes de même modèle, chaque tireur tirant dix coups avec
chaque arme.



Le centre de gravité des points frappes avait

on a trouvé, en nommant le et r les coordonnées par rapport al des

u\cs passant par ce centre de gravité, pour l'ensemble des poinU
i'ruppés,

1 /équation d'tine ellipse d'égale probabilité cst

.chaque point du plan correspond une valeur de Il. Eu faisant
le calcul pour les points frappés par les balles, on a forme
le Tableau suivant



Tin DE feOO0.Ul.KS. Valeurs de Il.



Tia IIB JflOt) BULES. *'«&«/* £le Il, f Suite.)



'rift DE 1000 BtLlBS, Valeurs (le Il, t Fi» j

Les nombre de lyalles placées dans les divers intervalles aux-
quels correspondent des probabilités é;ales à – sont, d'après

ce Tableau, ioo, 108, oo, y4i 90,
Aucun d'eux ne s'c·cartc assez du nombre le plus probable

pour démentirla théorie.
A chacune des limites adoptées pour H correspond, nous l'a-

vods dit, une probabilité et balles par intervalle représen-
teraient l'événement le plus probable. L'événement le plus pro-
bable se présente rarement, il y a toujours un écart. La valeur
probable du carré de l'écart calculée plus loin (187) est

(') Plus deux balles mises hors la cible.



La somme des carrés des écarts observés est

la moyenne est fia,
Le carre de l'écart moyen est donc inférionr à sa valeur pro-

bable, et l'accord de la théorie avec les faits est aussi satisfaisant
yue possible.

La valeur probable de Il est, nous l'avons démontré, égale il
l'unité. La valeur moyenne des 998 voleurs données par le ha-
sard est 0,98t. L'accord, on le voit, «st de nouveau très satis-
fuisant.

186. Nous avons trouvé la valeur probable du paramètre Il,
caractéristique des ellipses de probabilitédonnée,égale il l'unité. Il
est intéressant de chercherla valeur probable du carré de l'erreur
commise en égalant l'unité la moyenne des valeurs de Il. c'est-
à-dire de calculer la valeur probable avant l'épreuve de

H|, IL, Il,, étant les valeurs de Il relatives aux diverses
épreuves.

On a

La valeur probablede Hl est

celle de est l'unité, et la somme (u), en avant égard au
nombre de termes compris dans chaque somme csl

Telle est ln valeur probable du carré de l'erreur commise en
égalant la moyenne des valeurs de Il à l'unité.



Nous avons trouvé la valeur ctu Il pour laquelle la pro-
babilité de voir la balle se placer à l'intérieur de Peflipse carres-
pondanteest

Soient N le nombre des irattes qui frapperontdans l'intérieur

de l'ellipse, Il celui des balles tirées, la différence

sera petite si n esL graud. Cherchons la valeur probable du carré

<«»)

ou il

Lu valeur probable de N est par conséquent, celle de

est ct l'expression (i «) peut être remplacée par

est donné, puisque Il est le nombre des balles qui ont été

tirées;nous devons chercher seulement la valeur probable de

N est le nombre de balles placées dans l'intérieur de l'ellipse.

Le problème est donc celui-ci

Un événement a pour probabilité quelle est la valeur pro-
bable du carré du nombre de fois qu'il se présentera sur « épreuves?

Soient p la probabilitéde l'événement(p est ici cbal à /J ct y

la probabilitéde l'événement contraire.

Le développement

donne, par ses différents termes, les probabilités des combinai-

sons quij)cuvcnl se produire.



Si donc on représentecette somme par

la valeur probable dit carré du nombre m d'arrivéesde l'événe-
ment dont la probabilité i-st p est

En prenant la dérivée par rapport à y» et multipliant par p.

La différence N– doit irr* probablementaugmenter indé-
liniment, comme le font toujours les valeurs des diflV:renccsabso-
lues entre les grandeurs dont les valeurs probables sont égales;
mais la différencedes valeurs relatives



tcadi-ii vers zéro, car la valeur probable de

Le rapport du nombre N des balles qui se placeront dans l'inti!.

rieur de la petite cllipse, au nombre total n des balles tirées, tend

vers quand Il;
augmente, puisque la valeur probable du carré

de la diflerencL' avec ,L est 9–



CHAPITRE X.

LA TiiÉOIUE DES MOYENNES.

Krrorum rctularluincoailUoniloproprie ab inslJtutu
austro csrludllur.

188. Abandon nécessaire de la toi de Gauss. 189. Conditions imposées a la
loi inconnue qui devrait la remplacer. 190. Déterminationexpérimentale
de la partie constante de l'erreur. Évaluation de l'erreur à craindre.
191. La moyenne des mesures converge vers la valeur véritable augmentée de
l'erreurconstante. Valeur probable de la constante caractéristique dé-
signée par ni-. L'évaluationde !'erreur il craindre dépend d'une constante nou-
velle. 103. La constante ne, diminue quand on retranche l'erreur constante.

Importance de la valeur de /«; insuffisance de la formule la plus
simple. Correction proposée su» s preuve bien satisfaisante. Observations
de mérite inégal. t'oids d'une observation. l'JS. Objection >lc Poisson il la
théorie des moyennes. Cause de l'exception.

188. Ni le succès près des observateursde sa loi de probabilité
des erreurs, ni la simplicité des conséquences, ni leur accord con-
slant avec les faits n'ont décidé son illustre inventeur y voir une
vbrité démontrée. Nous avons indiqué les graves objections que
laisse subsister (138) la démonstration. Jamais Gauss ne les a propo-
sées, mais l'abandon de sa première théorie permet de croire
qu'elles s'étaient présentées à son esprit.

Sans renfonceraux méthodes déduites de cette théorie et deve-

nues indispensables, Gauss a voulu les établir sur des principes
plus certains.

La recherche d'une loi rigoureuse pour représenter la probabi-



lité des erreurs ne semble laisser aucun espoir de succès les plus
illustres y ont échoué et les données du problème ne semblent
donner prise ¡'¡ aucune. recherche théorique.

Gauss, sans chercher celte loi inaceessitrle, variable sans aucun
doute d'un cas à l'autre, a sn, tout en laissant la fonction indéter-
minée, résoudre rigoureusementle problème.

La fonction inconnue, d'après l'ingénicuse manière dont il pose
la question, figure seulementdans des intégrales définies dont !es
valeursnumériques deviennent les Constantescaractéristiquesd'un
système d'observations.

Supposons qu'en mesurant une grandeur la probabilité
d'une erreur comprise entre est s + ils soit représentée par
z(z)ilz, La fonction inconnue (p('s) doit satisfaire quelques
conditions qu'il faut dire

On a rigoureusement

(')

Il faut bien, en effet, clue l'erreur ait une valcur, et la somme
des probabilités pour tous les cas possibles, entre r et r.,
représentant la certitude, doit être égale à l'unité.

Si les mcsurcs n'ont pas d'erreur systématique et que l'instru-
mcnt rende les erreurs positives aussi probables,exactement, que
les erreurs négatives, on aura

C'est ce que nous avions suppose jusqu'ici, admettant qu'savant
l'étude d'un cas particulicr on ait détermine l'erreur constante
de l'instrument, pour la faire disparaître ou pour en corriger les
résultats.

Ne faisons pas d'abord celle hypothèse, et posons

a sera une constante que l'on peut appeler l'erreur probable.



Gauss ta nomme la partir, constantede Quand on l'aura
détermina.1 pour un instrument donné et un observateurdésigné,

on lu retranchera de chaque mesure; l'erreur, qui était s, devien-
dra a. En posant

la probabilité de l'erreur j^ sera toujours 'i{z)ch\ si on la nomme
fiy) t(y> on aura

La valeur probables des erreurs corrigées est donc égale zéro
et, ce qui revient au mt'inc, ltuir partie constante est nulle.

Nous parlons de la différence entre la valeur exacte et la valeur
observée, clui peut étre positive ou négative, et non de l'erreur
absolue, toujours positive, dont la valcur probable, évidemment,
ne Saurait être nulle.

190. La détermination de la constante a sera facile, en géné-
ral on mesurera un grand nomlire de l'ois une grandeur bien

connue.
Soient cue>, en les erreurs successivement commises, on

prendra

(3)

La valeur probables de l'erreur doit on effet, d'après le théo-
rème de Bernoulli, différer peu de la moyenne des erreurs.

On peul. aller plus loin et donner unc appréciationde l'erreur
craindre, en acceptant l'équation

Posons



Lu constante m3 est déterminée pour chaque système d'expé-
rience. On «r trouvera 'ta" valeur approchée, expérimentalement
comme on a trouvé cette de in.

Cherchons la valeur probable de

(5)

elle donnera, évidemment, une indication de l'erreur à craindre
quand on accepte comme nulle la grandeur positive qu'elle repré-
sente.

Cette expression (5) peut s'écrire

La vuleur probable de e; est, quel que soit i,

et, parconséquent, celle de Ciel' est
Ces valeurs sont les mêmes pour toutes les valeurs de i, car

l'appréciation de l'erreurùcraindre est supposée faite ¡.l'avance:
elle est relative aux instruments dont on dispose, aux méthodes
employées et l'habileté connue de l'observateur. Sa valeur n'a
rien de fortuit.

L'expression (5) devient, en ayant égard au nombre des termes
de chaque somme,

c'est-à-dire

(li)

La valeur probable du carré de l'erreur commise en prenant



pour Il la moyenne des erreurs tend donc vers zéro lorsque M

augmenté.

191. La moyenne d'un nombre de mesures de plus en plus
grand convergera vers la valeur véritable augmentée de l'erreur

constantea.
On uura en effet, en nommant x-t, xt, x,, les évaluation,

successives d'une mêmegrandeur et ci, eg e,, les erreurs
correspondantes,

et, puisque la moyenne des erreurs diffère peu de ci quand 11 est
grand, la moyenne des valeurs de x différera peu de 3 «; et si

a a été donné par l'étude préalahle de l'instrument et de Iu mc-

tliodc, en le retranchant de la moyenne, on aura une évaluation
de la grandeur mesuréed'autant plus certaine que les mesures se-

ront plus nombreuses.
L'erreur commise sera exactement

la valeur probable de son carré est inversement propor-
tionnelle à n on peut donc la regarder elle-même comme de

l'ordre

La confiance méritée par la moyenne d'une série de mesures
s'accroitcomme la racine carrée de leur nombre.

Pour obtenir, dans un système donne d'observations. I»
valeur probables de la constante ne=, on une série de mesures
xlt x- £“ d'une grandeur bien connuc à l'avance, e,.
c-i, c,t étant les erreurs successivement commises, on pourra



prendre

F/erreur craindre en adoptant celle équation sera d'autant
moindre que le nombre « des mesures sera plus grand. Il faut,
pour l'évaluer,chercher la valeur probable de

Il sera une nouvelle constante liée à ta perfection du système
d'observation et, comme ne, d'autant plus petit.; que le système
de mesures sera mcillcur.

/t' est la valeur probable de la quatrième puissance de l'erreur
commise dans une observation.

On a

(7)

La valeur probable de c] est Il', quel que soit i; celle de c? est
/WJ et celle de efef., par conséquent, La valeur probable
de (;) est, par conséquent,

c'est-à-dire

(8)

elle tend vers zéro lorsque n augmente,

Lorsque l'on étudie un instrument, si l'on ne peut pas
faire disparaître les erreurs constantes, le premier soin doit être
de déterminerl'erreur probable a\ elle ,ers retranchée de chaque
résultat donné par l'instrument, la différencedevenant l'évaluation
acceptée.



La valeurdem', relative aux mesures ainsi prises, est toujours
plus petite ijtùtvant la correction plus petite même que si, au
lieu de retrnncher a, on fittsail une autre correction constante,
quelle tlu'cllc lut.

Lorsque est remplacé par (z a), la valeur probable du carre
de l'erreur devient

plus petite que m*. 11 n'y a pas craindre que soit plus grand
que m1, car le premier membre est essentiellementpusitif.

Si, au lieu de a, on retranchait de une autre constante x, on
aurait

plus grande que /«"–

La valcur de m*, quand on la calcule, comme on doit Ic
faire, après avoir corrigé chaque observation de sa partie con-
stante, est la mesure du degré de confiance accorderau système
considéré.

Si m1 est petit, toute erreur qui n'est pas très petite en valeur
absolue, a une probabilité très petite. La valeur probable du carré
de J'erreur ne pourrait pas évidemment, sans cela, t-lre très petite.

Si m- est grand, un peut craindre de grandes erreurs; lcur
probabiliténe peut pas être petite.



La détermination de m* est donc importante. La règle données
la fuit de l'équation

et, pour connaître m, il faut, par conséquent, connaître d'abord
les erreurs commises dans une de mesures,

Si cette condition «l'est pas remplie, on procédera comme on a
fait pour un problème semblable, ou, plus toi, pour résoudra
le mume problème que nous avons déjà rencontré. Nous avions
trouvé, en étudiant une loi de probabilité d'erreurs,

i'i, >h eu étant les erreurs successivement commises. C'est
précisément la même formule, démontrée de la même manière,

dans laquelle rcpréscntc l'intégrale

lorsque la probahilité d'une erreur au lieu d'être est
--A'î1

Nous pourrons, comme nous l'avons fait remplacer les

erreurs e,, e«, e, si elles ne sont pas connues, par leurs va-
leurs approchées, qui seront les différences entre choque mesure
et la moyenne, et l'on devra, comme il a été expliqué, remplacer
après cette substitution le dénominateur Il par Il 1

La démonstration, nous l'avons vu, suppose que l'on néglige
un terme dont la petitesse nécessaire est très imparfaitement dé-
montrée.

195. Lorsqu'une même grandeurX a été mesurée par des pro-



cé.dés différents,ou par divers observateurs avec des instruments
de inéi-tte inégal; on ne dort jjos prendre la moyenne'. Lés obser-
vations les plus dignes de confiance doivent garder une influence
plus grande,

Soient a'i a:.j, xH. n évaluations d'une même grandeur.
Supposons que chacune des évaluations soit corrigée de la

partie constante, de telle sortie que lu valeur 'probable de l'erreur
ait été rendue nulle.

Soient fljj, mj, les valeurs supposées connues de fa

constante ne puur chacun des systèmes de mesurcs qui ont fourni
ces Il valeurs. Si l'on fait entrer dans la détermination plusieurs
mesures prises dans les mêmes circonstances, on supposera le*
valcurs de/w égales.

Cherchonsparmi les expressions de la forme

celle 'lui duit inspirer Je plus de confiance. La valcur à adopter
est celle, évidemment, qui rendra minima la valcur probable du
carré de l'erreur commise.

On doit avoir nécessairement

(ll>|

car, sans cela, toutes les mesures étant supposées exactes, la va-
leur qu'on en déduit ne le serait pas.

L'erreur commise dans l'évaluation (y) sera

La valeur probable de ci est nulte; par conséquent aussi, celle
de e,e(;; celle de e] est w?. La valeur probahlc du carré de l'er-
reur commise est, par conséquent,

II faut choisirles valeurs de \n qui rendent cette
somme minima en satisfaisant à l'équation (to).



Il faut égalerà zéro les deux

La seconde de ces équations doit être la conséquencenécessaire
de la première. Il faut pourcela que les coefficients des différen-
ticllcs soient égaux et que l'on ait

C'est la moyenne des valeurs successivement obtenues après
que chacune a été multipliée par un facteur égal à l'inverse de la
valeur correspondante //<

Ce factcur d'autant rrlus grand que nfl est plus petit et que,

par conséquent, la mesure mérite plus de confiance, se nomme le
poids de l'observation.

r observations semblableséquivalent, d'après la formule, à une
seule dui aurait un poids,. fois plus grand.

Si la probabilité d'une erreur est

Le poids d'une observationest proportionnel à k2,



La définition nouvelle se trouve d'accord avec «elle qui Il: été
dûniii'c.

Le muipréchhn ne peut pas (105), dans le cas général, vire de-
fini in oc tu mêmerigueur.

La règle relative aux moyennes, et lu sécurité (lui en ré-
sulte, est démontrée indépendammentde toute hypothèse sur ta
loi de probabilité des erreurs.

Poisson a signalé comme une objection le crrs oit- la fonction
f(z) serait proportionnelle à

En la représentant par

La probabilité d'une erreur comprise entre ct z-dz est
alors

(<>)

Dans ce cas, l'intégrule

désignée dans la démonstration par oi1> est infinie. Le poids 't
d'une observation est nul.

il n'y a pas lieu de s'étonner si la conclusion c»l eu défaut.
L'hvpollièseest réalisée par une girouette qui tourne librement

sans que rien lu dirige. Considérée comme un instrumentdestiné



it montrer un» direction, cette du nord par exempte, elle donnerala probabilitéd'erreur exprimée par la formule tu).
.Nommons eh cflot, lu distance a laquelle la direction pro-

longea de la girouette coupen» une perpendiculairea la ligne «me
l'on prétend déterminer, si la girouctte fait avec cette ligne m»

angle v, on aura

ii»)

Toutes tes valeurs de ? comprises entre et -f- sont égale-

ment probables.
La probabilité pour que l'angle désigné par le hasard tombe

entre •» el > -f- (h est

L'équalion ii>. ) donne

La probabilité d'une erreur, sur comprise entreet <h
est donc

C'est précisément lu formule (i i).



CHAPITRE XL

COMBINAISON DES OBSERVATIONS.

i»* an ilvai C.'uuivtvr dio ru*ic(iurlHMtiri (i«i|iat-lituu-

natli strriiç ujaUieumiidicn l'jlucitilc-u xu «urdigaii.

La théorie ilus moyennesn'est pas applicable,eu gi-ui-ral. la déln-minaliun
plusieurs val<!iir> d'une

llltliic inculiiiui? snnt inilc|K'ii<).ll)L<s, un jidit

sont pas intlC-jieniluntcS) résolueu suivant lo pi'iui'ipc ik- lu clûiiion *l ruliun • iluiii
il laiitcliuugcTlc dcliau^.

2ili. Kn ne faisant, en apparoiiec, aucuiiu liypothise <nr la loi de probabi-
lité, on ne change pas essentiellement les condition:! <lo l'OiiuncK. Sub-
sliliitiun de la |)lus petite râleur probable du carré île l'urreiir à l'erreurlu

iucounuei, il existe entre les erreurs des relations nécessaires >|iii lie sont pas
satisfaites. Expression adoptée pour l'une des int-omiiics; un rcnd le

carre de la râleur probable de l'erreur minimum. 'OS. Les vrreurs étiint

très polîtes, la soluliuu c*l la pins générale. Valeur probable du

carré de l'erreurà craindre.–ÎI0. Premier exemple. Second exemple.
Les valeursprobables des carrés des erreurs commises s<ml indépendantes

de la concordance des résultats; explication île ce paradoxe, ''11 Les f«ir-

iniilcs sont démontrée* pour des obtervatiuii1: ijui ne <onl pas eticnre faites.
211. On peut se placera un point de vue très dilli-iout: lo |irnbléine devient

insoluble. Développementsur un exemple. La valeur probable priori de
l'inconnue que l'un \etil calculer a posteriori est un éléiiirnl nécessaire «!<•

causes; faute de l'une des données indispensablesla solution est impossible.

roi; les solutions sont en nombre iiilini. Premier exemple. Se-



:utiil t:\entplo. 2-JO. Évaluation, dans titi cas très -simple, de ferreur à craindre
en égalant tu. valeur, vraie iL. la. valeur piyfytblo, Ciitcuis fiujuçrit|.iii.'«.
iïi. Tliiiuiymo de* moindres carréa. tli. Siinplitlcatiou des calcul'
ÎÏX Exemple. ïîi. TlnWie de Uauss. Objection» de Bicnuyili*.

•MO. Les curreotious prescrites par la mc-thudr des moindres carrés suiil des
fonction» déterminées, des erreurs rccticiuciitcuuiniriiM. ?-J7. de
ta iomine <tcs carrés de ces vurcections. i'IS. Valeur prubablc it« cette
iuinnif. ÏÏJ. Kxeiiipk'. lua-rtitudc de qiieli|uc« usstrliuns cumpru-
mettantes pour la thùoric.

Lorsqu'une mêmes grandeura été mesm-t-e plusieurs fois et

que les résultats ne s'accordent pas, s'ils inspirent une égale con-

fiance, il faut en prendre la moyenne; si leurs pokh sout iné-

gaux, on ticn compte dans le calculde leurs valeurs relatives.

Lorsque plusieurs grandeursont été mesurées et qu'elles doi-

vent servir à déterminer des inconnues par des équations plus
nombreuses qu'il n'est nécessaire, le problèmescmhle de même

sorte. On possède, eu cflet, autant d'appréciations diflercnles de
chaque grandeur clue de groupes d'équations pouvant les détermi-

ner; mais ces appréciations ne sont pas indépendantes cela exige

un changementde méthode.
Si l'on a, par exemple, mesure les trois angles A, li, C et les

trois côtés et, b, c d'un mêmes trianglc, on pourra adopter comme

valeur de l'angle A, soit la mesure A directement obtenuc, soit
le supplément de la somme B-f-C, soit celle que l'on obtient en
associant U ou C à deux quelconques des côtés, soit cnfin prendre

pour données les trois côv-s.

Lors même qu'on aurait évalué les poids relatifs de ces neuf va-
leurs de l'angle A, lu théorie des moyennes ne serait pas appli-
calle. La combinaison qu'elle prescrit vaudrait mieux, peut-être,

que l'une des mesures adoptée sans correction mais elle n'est

pas la plus plausibleentre toutes. La théorie des moyennes sup-
pose, en effet, l'indépendance des mesures associées. La valeur

probable de chaque erreur est supposée nulle, ainsi que celle des

produits de deux erreurs. Les erreurs positives, en d'autres

termes, ont, par hypothèse, même probahilité que les erreurs né-
gatives celle condition n'est pas remplie dans le cas qui nous

occupe. Si l'on s'est trompé, par exemple, en mesurant un angle,



et cela est inévitable, les calculs par lesquels on fera servir cet
angle il deux détermina lions d'un autre angle donneront, vrai-
semblablement, des erreurs de signes contraires Ii celles Ju pre-
mier. La valeur probable dit produit de ces deux erreurs sera
positive.

198. Lorsque la dépendance des erreurs n'existe pas, on peut
appliquer la théorie des moyennes. Nous en donnerons quelquesexemples.

On veut déterminerla directiond'une ligne droite partantd'un
point pris pour origine des coordonnées. On mesure pour cela les

ordonnées/ y^ ,y" de n points de celte droite correspon-
dant n abscisses connues .r,, x-j, j, Quelle valeur fa ut-il
adopter pour le coefficient angulaire du la droite? Les mesures
prises donnent, en désignant ce coefficient par a,

Ces déterminations indépendantes ont des poids inégaux qu'il
faut calculer.

Si l'on nomme m) ht valcur probable du carré de l'erreur coin-

mite sur le carré de l'erreur commise sur -1\ jry étant exacte-

ment connu, a pour valeur probable- le poids de la valcur

correspondante (le et est, par conséquent, •• On doit, avant de

prendre la moyenne, multiplierchaque valeur de a par son poids.

On aura

Si les mesures des ordonnées inspirent toutes la même con-
fiance, l'expression se réduit il



l'reimn* pour inconnue»,' dans un second exemple, tes
trois impies directement tne-i iii-es it'ït u triangle. La somme des
trois mesures ne se trouvant pas égale à deux anglesdroits, quelles
corrections faut-il adopter?

Un nommant tes anglesA, 6, C, on Il deux, mesures de l'angle A

Ces mcsures sont indépendante- on peut donc en prendre la

Hwyen-ne, mai* il finit calculer leur poids.
Soient m- le carré de l'erreurà craindre sur chacune des trois

mesures; r. rit et Ies erreurs réellemenl commises. L'erreur sur
i So" B C: est c* + I' clle Il pour carré

dont la vatlcur probable est poids des deux

lion.' de A sont donc et _1_ et ton adopter:) la va-

L'erreur commise est

21.11 fi il
"3" "{.'1. j"'

La valeur prohahlc du carré de cette erreur est

200. Li! calcul précédent suppose les chances d'erreur dans la

mesured'un anglc indépendantes de la grandeur de l'angle. Quand

les mesures sont prises dans les mêmes conditions, cela est, en
nlFet, presque absolument vrai.

Si, au lieu de mesurer les trois angles d'un triangle, on mesu-
rait lcs trois parties d'une ligne très bien connue par des mesures



le problème, en apparence. identique, serait, en réa-

lité, Irèïïliflërtïhr.

Soit la longueur, supposé» parfaitementconnue, d'une ligne

dont les trots parties a, b, c sont directement mesurée»; on

trouve

Commentdoit-on répartir l'erreur « entre les trois mesures? On a

deux évaluatinwsde il a et/- c.
Si e,, et, e» sont les erreurs commises sur ar G; c, les erreurs

commises sur les deux mesures sont <?, et et-»r e» mais les valeurs

probables de e], et, ee sont inégales c'est ce qui distingue ce

problème du précédent. Soient ni', m\. m\ les valeurs proba-

bles de ej, e'v e\; on u

La valeur probable de <»*<•» est nulle s'il n'v a pas d'erreur

constante; les cariés des erreurs commises sur les voleurs de ont
donc pour valeurs probables m* et m; +- nr, et les poids dus

deux déterminations sont et -fi sr,nf
On devra prendre pour valeur de u

La difficulté est d'évaluer les erreurs probables.

Si les mesures ont été prises en portant sur chaque ligne une

unité de longueur, la valeur probable du carré de ('erreur com-

mise, dont chaque partie peut être positive ou négative, est pro.

portionnelle au nombre des unités-, on prendra donc m; = n,

= b. m] = c, et la valcur la plus plausible de a est

201. Résolvons un problème très simple auquel la théorie des

moyennes n'est pas applicable.



Supposons que, d'une station Q, on ait observe quatre points
A+. AH Aïf A». Qn a mcstnér en les réduisant ù l'horizon, les
angles sous lesquels sont vues le* cinq distances A, A,, A, :la,
AtA|, A. A,, AaA|. Soient 1" lit /s, /4, lt les ctntj valeurs
obtenues;elles donnent évidemment trois mesurer de l'angle
A.ÔA,

Ces valeurs ne sont pas indépendantes. Les erreurs commises
sur lt f{ et sur l^-i- 4– 3ont liécs Tune et l'autre à l'ëxac.
titude de La probabilitépour qu'elles soient de mêmes signes
est plus grande que pour qu'elles soient de signes contraires. Lu
théorie, des moyennes n'est pas applicahle.

Cherchons sans changer de méthode, en modifiant seulement
la démonstration, la meilleurecombinaison à adopter.

Nous résoudrons deux problèmes
Quelle est la meilleure combinaison des deux mesures la

et la + t. A qui ne sont pas indépendantes?
Quelle est la meilleure combinaisonde avec la valeur déduite

des dcux autres mesures?
Pour déduire de et de la+ /5– la valeur la plus plau-

sible de l'angle dont ces expressions représentent deux valeurs
approchées,nous prendrons pour cet angle

avec la condition nécessaire

car il faut bien que, dans le cas où les deux évaluations s'accor-
deraient, leur moyenne soit égale leur valeur commune.

En nommant<?,, e2, <?a, <?,, ei les erreurs commises sur les cinq
mesures, l'erreur commiseen adoptant (1) est

La valeur probable du carré de l'erreur commise, en nommanl.



m1 la valeur probabledes carrés e;, i>'i, c:, est

Il faut déterminer et /.s de telle sortie que, en supposant

et la valeur la plus plausihte est

<->)

Le carré de l'errcur commise sur cette détermination a pour
valeur probables

La valeur probable du carré de l'erreur commise sur étant

tu1, le poids de cette détermination sera celui tic l'expres-

sion (9), YJT*'
ccs deux valeurs du même angle sont indépen-

dantes. On prendra donc, enfin, pour valeur la plus plausible dc-
duite de l'ensemblc des mesures,

L'erreurcommisesera



Si, ouIiHa»L t|»f! les évaluations m: sont pas indépen-
dantes, nn avait cherché les poidu des tcciw

•m aurait adoptt; pour valeur de l'angle

Le carré de l'erreur aurait pour valeur probable e'esl-

Le problème gvni-ral iju'il faut résoudre est le suivant
On a l'ait, pour déterminer ^nindciirsinronnuns. n -j- j> me-

sures, dont les résultats s'y rattachent par des é(|uations néces-
saires. Les équations se trouvent incompatibles;quel est le nn-il-
leur système de valcurs adopter?

Si l'on accepte pour loi de probabilité des erreurs ta formule
-~<K* ilz.

en supposant à la constante une même valeur pour
toutes les grandeurs directement mesurées, la théorie devient fort
simple.

Les mesures obtenues étant on devra, pour
rendre les équations compatibles, leur fuir»; subir des corrections
*i< <"a '•• La probabilité pour que ces erreurs supposées
aient <:té réellement commises est proportionnelleau produitf,(•
elle sera maxima quand la somme des carrés des corrections sera
la plus petite possible.

Le meilleur système de corrections est celui pour lequel la

somme des carrés des erreurs supposées commises est un mini-
mum.



Après avoir proposé le théorème précédent, dont il a
suivi les conséquences avec une nïèrvêîîfeusc habileté, Gauss;
tlans ses derniers Mémoires sur la combinaison des observations.

a voulte s'aMVaucliir de toute hypolhèst; sur ta loi de probabilité
des erreurs.

Les règles prescrites n'ont pas change pour cela.
Il doit sembler étrange que la loi de probabilité des erreurs soit

sans influence .sur les concltrsions d'une théorie dans laquelle elle
joue un si grand rôle.

L'explication est sirnpte une hypothèse, compatible en appa-
rence avec toutes les lois, est introduite dans la démonstration;
elle impose en réalité la mémo forme it toutes.

Nous supposons, dit Gauss, les observations assez exodes pour
tluc les carrés cl les produits des erreurs soient négligeables.

Toutes Ics équations sc trouvent par ):') réduites au premier de-
gré, et toutes les lois sont équivalentes.

Si l'on nomme -si:) (le lu prohabilité pour qu'une erreur d'ob-
servation soit comprise entre j et :•+< on peut, étant très
petit, remplaceras) par le développement

(1)

Les erreurs constantes étant écartées, on doit avoir

y'(o) et '(o) sont donc nuls.
Le droit de négliger ;2 devant donne, a fortiori, celui de né-

gliger 1 devant z3 et de réduire l'équation (3) Ú

maison a, en négligeant toujours ;l devant

La fonction ï(r) est donc, en réalité, assimilée une exponcn-



itelle de la forme

Gauss, on te voit, aurait pu, dans lcs conditions où il se
place, conserver sa théorie primitive. Il a fait beaucoup mieux.
Cette théorie conseille, en effet, l'adoption du système tic correc-
tions dont la probabilité est maxima, La théorie nouvelle semble
préférable, La valeur probable du carré de l'erreur commise est
rendue minima. Les deux conditions s'accordent, mais les prin-
cipes sont très dittërents. Il aurait pu arriver que les corrections
les plus probableseussent accru, dans le eas où clles ne sont pas
les véritables, les chancres de commettre de très grandes erreurs.
Toutes les probabilités doivent intervenir pour décider le meilleur
choix à faire.

Soient

(i)

les équations qui rattachent il inconnues x,y,z, à n-hp
grandeurs mesurées l,, liy fll+p. Elles sont incompatibles et
donneront seulement une valeur approchée de chaque inconnue.
Nous supposerons les carrés des erreurs commises dans cette pre-
mière approximationnégligeables.La théorie, sans cette simplifi-
cation, serait inextricable.

Le théorème de Tavlor permettra d'exprimer ot, a2,
en fonction linéaire des accroissements dont on néglige les

carrés. En éliminant entre les le •+- p équations ainsi transformées
les erreurs commises sur .r, le, dans la première approxi-
mation, on obtiendra, entre les erreurs et,nai e,l+p commises

sur les grandeurs directement mesurées /ït /,l+p, p équa-
tions du premier degré de la forme

("•)



207. Pour ne pas compliquerles calcul:) nous supposerons six

grandeurs observées et trois inconnues, dont elles sont des fouil-

tions déterminées; ici) équations Ci) seront alor* nu nombre du

trois ni h -f-/J sera égal ù six.
Nous adopterons, pour représenter lu grandeur dont ta mesure

a été trouvée «gale 1., ta somme

L'expression (G) se rétltiirail il l, si les mesures liaient par-
faites; mais de petites erreurs ayant été commises,en les nommant

t'i, e-j, e; t'i, t'j. t», celle qui en résulte pour ((i) est

<7)

II faut choisir). '/>, ).:J de manière ù rendre inininia la valeur
probablc du carré de cette erreur.

En supposant les mesures dignes d'une égaie confiance, et nom-
mant m'1 la valeur probable du carré c'f de l'erreur commise sur
l'une quelconque d'entre elles, les valeurs probables de Ci et du

CjCf étant nulles par hypothèse, la valeur probable du carré
de (y) est

(8)

l'our rendre cette expression minitna, il faut (-galcr zéro les
dérivées par rapport aux facteurs arbitraires ). L, on écrira
donc les éluations

<<J)

Les facteurs )w, ).3 étant déterminés par ces équations, l'ex-
pression

(10)

sera la meilleurevaleur à adopter pour Il.



208. Uuc objection su présente. L'expression (7), dans laquelle
les .îadélcriùtiiêeï"ktf été choisies le jiltia avantageuse-
ment passible, n'est pas la plus générale parmi celles qui, si les

trifiiiivs fuient exactes, se réduiraient On pourrait obtenir
d'autre* valeurs approchées en nombre infini. Pourquoi ne pas
chercher entre toutes celle qui donne la plus petite erreur pro.
bable?

Si les cireurs n'étaient jras très petites, l'objection serait l'on-
dée; mais, les carré* étant négligeablespar hypothèse. toute fonc-
tion qui se réduit zéro quand Il,, A,, sont nuls peut être
supposée du premier degré par rapporta ces quantités.

209. Les équations (9) font connaître les coefficients les meil-
leurs it adopter pour la formule La valeur probable du carré
de l'erreur est rendueniiuiinu elle est représentée parla sommer),
dans laquelle A2, >.j seront déduits des équations (y).

L'expression (.S) peut s'exprimer plus simplement. Si l'on
ajoute les équations (n) apivs avoir multiplié la première par/
la deuxième par/ et la troisième par en retranchant du cocf
licicnt de #m3 dans (8) la somme qui est égale ù zéro, la valeur pro-
bable du carre de l'erreur commise sur prend la forme

elle est proportionnelle ù m*. Les valeurs de P,, Q,, R,, h,,
/.a ne dépendent nullement de la concordance plus ou moins par-
làite des observations, révélée par les valeurs h,, h- //a des fonc-
tions qui devraientêtre nulles.

210. Supposons, pour donner un exemple très simple, que x,
y, z, Il soient les quatre angles d'un quadrilatère. On a trouvé
pour ces angles, directementmesurés,



Si le* mesures étuicnt exactes, on aurait

Celte condition n'est pas remplie: un a

h étant supposé très petit.
On adoptera alors pour l'angle x la valeur

Si a,, e-i, Ci. Ci sont les erreurs respectivement commises sur
les quatre mesures, l'erreur E commise sur X sera

Eu nommant m1 la valeur probable du carré de chacune des CI'-

reurs de mesure, la valeur probable du carré de E est

(m

Elle est tninima pour la valeur

Lit valeur probable du carré do l'erreur est di»nm;e par l'expres-
sion (n) quand on v suppose = Ellc est doue

indépendante,on doit le remarquer, de la valeur de Il.

Supposons, pour donner un second exemple, que, d'une
même station 0, on ait observé qualrc points A,, A.. A:)< A,. On

Il mesure, en les réduisant à l'horizon, les angles sous lesquels les
distances A, A,, A, Aj, A( A,, A2 A et A., A sont vues du point 0,



en désignant par /<, la, l*, tu ir, les valeurs trouvées. Ou veut on
déduire les valeurs le-* plu* phtttsiblesdes angles et Y,3 formés
parOA, avec les trois autres directionsOAj, OAJt CM».

Ou aurait, si. les niesures étaie.ul pat-faites,

(yi)

et, par conséquent,

(iî>

Les équations(lï) ne sont pas satisfuites et, à cause des erreurs
d'observation, on Il

Ci)

On prendra pour x la valeur

Si <?,, e3, e3, «• cj sont les erreurs commises sur les quatre
mesures, l'erreurcommise sur X sera

(ifj;

Si m3 désigne la valeur probable du carré de chaque erreur de
mesure elt e2, e3, et, e, la valeur probable de E2 est
('7)

Le minimumde cette expression correspondà

Nous adopteronsdonc, pour l'angle x, la valeur

Elle s'accorde, on le voit en remplaçant le, et ft3 par leurs va-leurs (14), avec la solution obtenue (201) par une voie différente.
Le carré de l'erreur commise en adoptant l'expression (18) est



c"e est indépendante de A, et de hit par conséqueent do
l'exactitude des mesures.

On trouverait) par des calculs semblables,

Les carrés dos erreurs commises ayant pour valeurs probables

"V et 'lT' les valeur* les plus plausiblesdes angles U et sont

212. Les valeurs probables des carres des erreurs commises
sont, dans tous les cas, indépendantes de l'accord plus ou moins
parfait des observations. Les quantités désignées par ltu h2,
qui seraient nulles si les observations étaient parfaites, ne figurcnt
pas dans l'évaluation de l'erreur à craindre.

Nousavonsdéjà rencontré et expliquéce paradoxe. Il n'est
pas inutile d'y revenir.

Dans la détermination de l'erreur probable, la précision des
observations a été supposée connue. Le facteur représente la
valeur probables du carré de l'erreurcommise sur chaque mesure.
En supposant ainsi l'habileté de l'observateur évaluée à l'avance,
sans qu'il soit tenu compte dans celte appréciation des discor-
dances révélées par la comparaison des mesures, il ne faut pas
s'étonner de ne pas voir figurer ces discordances dans le calcul
de l'erreur à craindre.

On mesures, par exemple, Ies trois angles d'un triangle; ou a
vu déjà l'observateur à l'œuvre, il fait usage d'excellents instru-
ments on apprécie en conséquence la constante m2 l'crreur
probable est o*,5o. La somme des angles obtenus surpassccepen-.danl i8o° de la". L'observateur ne méritait pas la confiance ac-



cordée. La valeur de m* élait très probablement mal choisie.
Mais, pour en adopter une autre, on manique (le données suffi-
santés.

213. Les formules démontrées sont applicable!) des observa-
lions qui ne sont pas encore fuites; eltes indiquent les calcuts par
lesquels les inconnues devront se déduite des grandeursdirecte-
uucnt mesurées. Les valeurs probables des carrés des erreurs à
craindre dépendent de la précision espérée pour les mesuresqu'on
va prendre. Le cas ot'i cette précision est ussez bien connue, a
priori, pour que les résultats obtenus n'y puissent rien changer,
quoi qu'il arrive, est tout à l'ail exceptionnel.

C'est à lui que se rapportent les l'orra ules.

On s'est plaicé quelquefois il un point de vue absolument
opposé. La précision des mesures est supposée inconnue; lu con-
cordance plus ou moins parfuite des observations est le sont ren-
seignement d'après leyuel on puisse l'apprécier.

Ce problème est le contrairedu précédent. Nous supposions la
précision connue a priori le résultat plus ou moins heureux des
observations n'y pouvait rien changer;pour rendrecette hypothèse
acceptable, nous supposions même que les observations ne fussent

pas faites encore.
On suppose, au contraire, dans le nouveau problème, la préci-

sion complètementinconnue. Il faut la calculer d'après les résul-
tats, qui sont, cette fois, la seule donnée

Gauss a fait reposer la solution de ce problème sur une
formule très élégante, qui sera démontrée à Ia fin de ce Cha-
pitre.

La formule est irréprochable; mais l'application est rarement
permise.

Le problème n'est pas nettement posé.
Quelques exemples rendront la difliculté très claire.
On a mesure les trois angles d'un triangle; l'excès de leur

somme sur deux angles droits pcut-il faire connaitre, indépendam-



ment de tout autre renseignement, lar valeur probable du carré de
l'erreur- commise tfswis la mesure de eiiacut» des tmglas ?

Si l'on admet, comme il est vrai,, qu'à chaque instrument manie

par un observateurdésigné correspond,une valeur
probable déterminée du carré de Terreur et <|iie, en donnant lrr

somme des trois angle» obtenus, on demande la valoir vraie de

cette constante caractéristique df la précision, le problème est
insoluble.

Une vateur vraisemblable est, évidemment, tout ce qu'il est
permis d'espérer.

En réduisant Ie problème à ces termes très vagues, une lacune
subsiste dans renoncé; clle doit cnlever toutc confiance dans
le résultat.

La connaissance de la valcur probable re priori de l'inconnue
dont ou veut déterminer ci posteriori lu valeur vraisemblable

est un élément essentiel de la question on ne donne sur lui au-
cune indication.

Les trois angles d'un triangle ont (té mesures par un observa-

teur très habile il a fuit usage d'un exccllcut instrument; chaque

mesure a été prise trois fois les résultats proposes sont les

moyennes des trois observations. La somme des angles, après

toutes ces précautions, surpasse i8o° de u",«5.

Les mêmes angles sont mesures par un débutant qui s'exerce;

l'instrument qu'on lui a conlié est médiocre. Chaque angle n'est
mesuré qu'une fois; les angles obtenus dînèrent dcs précédents

de plusieurs secondes chacun. La somme des angles, pour ces se-
condes mesures, est exactement i8<>

Quels sont les résultats les plus dignes de confiance?

Les premiers, évidemment.
Les formulesqui déduiront la précisiondes mesures de l'accord

plus ou moins parfait des résultats ne peuvent manquer de donner

l'avantage aux seconds.
Le cas, pourrait-on répondre, n'est pas celui qu'on a suppose.

Les deux séries de mesures sont faites dans des conditions telles,

qu'avant d'en connaître le résultat, sans donner la mesure mimé-



pique des lieux précisions, un le, propose comme très illégales.

L'énoncé du problème" résolu par Gatiss- suppose, ait contraire,
duo.l'on ne sache rien sur l;i précision des mesures.

Est-il possible, quand on combiitc des mesures, de ne rien sa-
voir sur leur précision? Savoir, comme on l'admet, que toutes lus

valeurs de l'erreur probable sont a priori égalenrent vraisem-

blables serait un renseignementtrès précis qui, vraisemblablement,

n'a dans aucun cas représente la vérité.
Sans avoir étudié un instrument, le nom du fabricant, le prix

dont on l'a pavé, Ict situation de l'observateur qui s'en sert, font

que certaines évaluations do sa précision, sans être tenues pour
impossibles, seraient accueillies avec élonncinent. Cela suffit pour
cliungtr les conditions de l'énoncé.

La question appartient la théorie de la probabilité des

causes. Le désaccord entre les mesures prises est un fait observé.

Les causes possibles,en nombre infini, sont la précision de chaque

mesure. Quelle que soit cette précision, l'événement observé est
possible. Le hlus adroit peut avoir une défaillance; le plus mal-

adroit peut, par un hcureiiv hasard, obtenir de bons résultats

les résultats très inexacts peuvent se compenser fortuitement,

I'lus la concorclance est grande, assurément, plus il est probable

qu'elle a pour cause l'exactitude des mesures et que celle-ci est

due à l'habiletéde l'observateur.

La probabilité assignée à chaque cause dépend (115) de deux

facteurs la prohahilitc que la cause donne à l'événement ob-

servé et la probabilité, a priori, pour que la cause ait agi.

On veut, d'après l'énoncé, comme on l'a fait trop souvent en
d'autres circonstances se passer complètement de

la seconde donnée. C'est une faute contre les principes. La lacune

laissée dans l'énoncé sera forcément remplacée dans chaque solu-

tion ohtenue par une condition introduite arbitrairement.

S16. Supposons, pour faire connaitrc le principe de la méthode

adoptée, qu'on veuille déterminer la chance pour qu'une pièce d«:



monnaie désignée retombe sur te côté face qaand an la jette en
l'air.

La pièce est jolée fois clic a montre ni fois face et Il fuis
pile.

Soient p Ju probabilité inconnue qu'elle donne Ii l'arrivée de
face, celle qu'elle donne à l'arrivée de pile.

L'événement le plus probable sur jjt épreuves est xp fois face.
En égalant ta valeur probable la valeur vraie, nous aurons

La valcurvraisemblable de p serait donc •'•

Le Irincipe, appliqué ia un petit nombre d'épreuves, donnerai
des résultais inacceptables. Si, sur trois épreuves, la pièce a mon-
tré deux fuis face, oserait-on proposer comme valeur vraisem-
blable de la probaLilité qu'elle donne à l'arrivée de face?

Lorsque le nombre des épreuves est grand, Ie résultai cesse
d'être choijiianl. La précision de la valeur proposée pour la pro-
babilité/j n'est pas pour cela mieux justifiée.

Une même pièce a été jetée i ooonoo de fois on a obtenu
5oo3(;i fois face; on en conclut que la picce donne, vraisembla-
blement, lu sortie de face. la probabilité

<>}

Aucune de ces six décimales ne mérite confiance.

La probabilité p a une valeur objective. A chaque pièce, d'a-
près sa structure, correspond une valcur déterminée de Per-
sonne n'a pu croire,bien entendu,que cette valeur soit égale (i y)

mais il n'est pas même très probable qu'elle soit plus grand
que o,5o.

Supposonsque, la pièce étant bien connue, la valeur exacte de
soit

(w)

u'est-à-dire qu'elle s'écarte de J précisément autant que la va-
leur (ti)) indiquée par le calcul, mais en sens inverse.



Cherchons quelle sérail, dans cette hypothèse, la probabilité de
l'événement observé.

Le nombre le plus probable des arrivées de face est

L'événementobservé est l'arrivée de 5oo3gi (bis face; l'écart
est

La probabilité d'un écart égal à A est

La probabilité donnée par l'hypothèse à l'événement observe est

celle que donne au mémo événement l'hypothèse la plus plau-
sible pour laquelle il correspond ù un écart nul est

Le rapport des probabilités de deuxcauses également probables
re priori est exactement celui des probabilités observées. La va-
leur (ly) de p n'est donc pas quatre fois plus probable que la va-
leur (ao), que nous avons choisie, on peut le dire, absolument
contraire.

Reprenons la question générale.
On a mesuré n+p grandeurs la, /,l+p. Elle sont

liées par des équations rigoureuses Il inconnues .r, j; s,
En éliminant les inconnues, on obtient p équations nécessaires



enlrc les 4- p grandeurs mesurées

Les mesures n'étant pas parfaites, ces équations ne seront pus
satisfaites les prcmicrs membres auront de petites valeurs

liît /i« qui seront exactement connues, puisque les

mesures l" tH+p le sont.
Si l'on nomme e,s r2, <•“+/' les erreurs commises sur ces

mesures et qu'on en néglige les carrés, la fonction I. qui est
égale ù Il 1 et qui doit être nulle après les corrections, recevra

un accroissement k,; on obtiendra ainsi li équations du premier

deeré

/<i. /<•_>, h,, étant des nombres connus dans chaque problème.

Le principe admis est celui-ci

Il est permis,à litre d'approximation, d'égaler une fonction des

premiers membres de (•>!), dont la valeur est exactement connue,
il la valeur probable calculée avant l'épreuve.

Cette égalité, bien entendu, n'a jamais été proposée comme cer-
taine Valor nerus, dit Gauss, p mut fors errnres ol/lulil, major
minorve medii fieripolest

Ces deux grondeurs, la valeur véritable et la valeur probable,

que le hasard peut faire plus grandes ou plus petites l'unc que
l'autre dans une proportion inconnue, sont égalées cependant

pour former l'équation dont la solution est déduite.

Lti critique est rendue difficile. Quand on ai
dit le second

membre de l'équation proprosée peut être, suivant la décision du

hasard, plus grand ou plus pctit que le premier, on s'est mis en
règle avec la rigueur le lecteur averti sait qu'on Il' prétend pas.

I)c quel droit reprocher une cause d'erreur nettement signalée?



Le résultai est donné comme une approximation; il est tant
naturel,.au contraire,de chercher qnehVeonfianeê mérité te piîn-
cipe sur lequel elle repose. Xous montrerons que, te principe
étant admis, on en peut déduire, pour la précision, des valeurs
très différentes et dont aucune, par conséquent, ne mérite con-
fiance,

Formons un polynôme

«*»>

homogène et du second degré par rapport aux seconds membre,
numériquement connus, des équations(ai). que soient les
coefficients chuisis, l'cxpression (aa) est connue.

Ou peut en déterminer la valeur probable, avant les épreuvcs
lùitcs, en fonction de la valeur probable du carré (le l'erreur
cotnmisc sur chaque mesure.

Aï l'p sont exprimés par les équations (u) en jonc-
tion des erreurs .eH+r Le polynôme (ai) est donc unefonction connue des erreurs commises dans les mesures; on en
peut former la valeur probable en remarquant que celle de cj est
«i» et que celle de <?,<•, est nulle, quels que soient i ct i'. La va-leur probable du polvnome (a:«) sera donc de la forme Gut*, G
étant connu. En l'égalant a sa valcur vraie, puisque tel est le prin-
cipe accepté, on obti.-ndra une valcur de dans laquelle figure-
ront les facteurs arbitraires désibnés par )..

218. Il ne sera pas inutile de donner une application.
On a mesure les trois angles d'un triangle; les erreurs com-

mises et, cj, e3 sont inconnues, mais leur somme est exactement
connue; on u

Il, étant l'excès de la somme des angles mesurés sur deux angles
droits.

On en déduit



Si w»* t,-sL la valeur probable du carré de chacune des erreurs
<?i, «•». t'j, fa valeur probable du secuiul membre est Zm-, cl Ton

écrira, en égalant cette valeur pralwbte In ntleurvraie.

Cunune il n'y a qu'une seule équation entre les erreurs, il u\ u

pas, dans ce cas, de choix à faire entre les combinaisons.

Reprenions le problème résolu (203;. On a mesuré ci»<|

angles l2l lit entre lesquels les conditions géométrique*

du problème donnent les relations nécessaires

l.es mesures étant imparfaites, on trouve

En désignant les crrcurs réellement commises par CI' r- n: c,,(' on a donc

Quels que soient les facteurs ~J.3, le trinôme

(xï.

est connu.
Ce trinôme est une fonction hotnoyi'uif du second degré des

l'on nom me m- la valeur probable
du carré de Tune de ces erreurs, celle du produit de deuv d'entre
elles étant nulle, un trouvera pour valeur probable de l'expres-
sion calculée avant les mesures prises,



En égalant cette valeur probable à la valeur vraie, on aura

<*«>

X| sont arbitraires.
Si l'on voulaitchoisirentre les valeurs en nombre infini repré-

sentées par fa formule il faudrait chercher la valeur pro-
bable du carré de la différence des deux membres et disposer de
'•i> '.j de manière à la rendre minima.

Mais la formule (a.{), qui peu l évidemment donner des valeurs
de /m* très inégales, a-sle, quels que soient les facteur* ),
la conséquence de l'égalité admise entre la valeur vraie d'une
gra ndeur et la valeur probable.

220. Il est aise de prouver par un exemple combien sont
grandes les erreurs à craindre en égalant les valeurs vraies auxvaleurs probables.

Un observateurmesure les trois angles d'un triangle; la proba-
bilité d'une erreur comprise entre et z + ds est, pour lui,

th. Quelle est la probabilité d'une erreur l' sur la somme
des trois angles?

On peut dire
La valeur probable du carré de l'erreur commise sur chaque

angle est

La valeur probable du eam- de l'erreur commise sur la somme
des trois angles est

Si doue on représente la probabilité d'une erreur/ sur la somme
des trois angles par A <r*> 1 faudra supposer

La probabilitéd'une erreur plus petite que x sur la somme (le,



trois angles est clone

La dcmonstration peut laisser un doute. En acceptant la lui

représentéej»Hr pour les probabilités d'erreurs pai-liellcs sur
chaque angle, est-il permis d'en conclure uni.' expressionde même
forme pour l'erreur totale? L'assertion n'est pas évidente; on peut
la démontrer.

Soient j.les erreurs commises sur les trois angles d*un

Irlande; posons

Lit probabilité du concours des trois erreurs était, priori.

elle est le produit de ll' par l'élément de volume dxrfydz-.1 r.tf-
en considérant.J', 3 comme des coordonnées rccUinijiilaii'es.

La probabilité pour compris entre a <:l-f*
par le volume compris entre les deux sphères qui correspondent

aux rayons ? > cl -f- </s et les plans dont les équations sont

Ce volume est

(•«)

La probabilité a priori pour que, la somme <\v* erreurs étant
comprise entrc %et i. + <l'A, celle de Icurs carrés le soit entre z-

el(l3 -ilf)* est égale à

(•iO)



La probabilité pour que lu somme des trois erreur soit com-prise ,-nfa rat fa somme des valeurs Je (,(j) pour
toute* les valeurs possible* de ? qui sont comprises entre -*•

La probabilité pour que ta somme des trois erreurs soit com-prise entre et r. ih est donc

on ;i

La formulera;) se réduit à

précisémentcelle que nous avions admise.

221. Supposons, pour entrer ;.ti détail, qu'en mesurant les
truis angles «l'un triangle l'erreur protide sur chaque mesur.-
soit égale à a", la valeur correspondante de /• est

La probabilitéd'une erreur plus petite que 1" sur la somme des
trois angles est, dans ce cas.

L'événement n'a rien d'invraisemblable.
S'il arrive cependant qu'en mesurant les trois angles d'un

triangle, on trouve une somme d'erreurs égale à i", la théorie
adoptée donnera, pour déterminer la valeur vraisemblable du
carré de l'erreur sur chaque mesure, la relation acceptée



par conséquent,

ce (fui correspond à une erreur probablede chaque mesure

Lorsque, dans une seule épreuve, l'erreur commise sur ta

somme des angles d'un triangle est égale il 1", est-il possible de

proposer avec confiance u",comme la valeur vraisemblable de
l'erreur probable sur chaque observation?

La valeur probable, pour l'observateur qui Il mesuré les
angles, est un nombre parfaitement déterminé; en la supposant
égale à a", c'est-à-dire triple de la solution proposée, la probabi-
lité d'une erreur moindre que celle qui s'est produite serait <>, liî.

La valeur o" adoptée pour l'erreur probable donnerait à l'é-
vénement observé, c'est-à-dire à une somme d'erreurs moindre

que i", une probabilitéplus petite que { égale

La probabilité pour qu'en adoptant o", pnnr valeur probable
de l'erreur on s'écarte peu de la vérité est, on le voit, fort éloi-
gnée de la certitude.

222. Pour expliquer plus clairement les principes théoriques
de la méthode des moindres carrés, nous n'avons tenu aucun
compte de la longueur des calculs. On peut, dans presque tous les

cas, les abréger considérablement.
Les corrections prescritespar la méthode exposée pour les

grandeurs directement, mesurées l,, /,Hp satisfont une
condition remarquable qui peut servir de base une détermina-
tion plus rapide des inconnues.



La somme des carrés des corrections faites aux mesurés est uit
minimum.

Reprenons pour le démontrer la question déjà résolue (210),en
.supposant toujours, pour éviter la longueur des formules, trois
inconnues seulement, entre lesquellesona six équations.

En nommant |e* grandeurs mesurées et e,,
i-i, e,, les erreurs très petites commises dans leur évaluation,
les conditionsdu problèmedonneront trois équations du premier
degré entre les si\ erreurs

f •«»>

-Nous allons cherclicr déterminer entre les solutions de ces
équations le système pour lequel la somme

(«Ji

est niinima..Nous constaterons l'identité des corrections ainsi
déterminéesavec celles qui résultent des conditionsadoptcées

l'our rendre la somne ( >.$) minimn, il faut égaler sa différen-
tielle à zéro en même temps que cellc dc; expressions

Nous aurons ainsi les équations

<3o)

fin

On ajoutera conformément la méthode de Lagrango ces
quatre équations, après avoir multiplié trois d'entre elles par des
facteurs p,, • ;x3l et l'on égalera zéro les coefficients des six
différentielles.Les équations

Ha)



jointes aux trois équations t>8). détermineront les corrections

En ajoutant les éif nations (j«) après le; avoir multipliées par les
coeffcicntsde chacune de* inconmios ia,, |a, y.a, etett ayant cgtml

aux, iclalions o» tonnera les t-qualion»

où (P;), (P»Qi ). rcjjrûscnlehl les sommes

Les équations (33) feront connaître A, ;ji3, y.:1. On déduira en-
suite

Les corrections ainsi obtenues sont identiques u celles qui ont
été déduites du Calcul des probabilités.Reprenons,en effet,
les équations (7) qui font connaitrc elles ne diffèrent
de (33) que parle changementdes termes indépendants des incon-

nues.
Cherchons par les deux méthodes la correction désignée par <
Les valeurs de étant, données par les équations

CM)

la correction prescrite est

Lu condition du minimum donne

En ajoutant les équations multipliées par ).j, ). et les

équations (9) multipliées par ;j. [> ;jl9, on constate l'identité
des deux sommes.



Le principe des moindres carrés étant admis, un peut s'en
servir pour obtenir le* meilleuresvaleiUï des inconnue*, sans
s'astreindre au calcul préalable des erreurs commises sur les

grandeursdirectement déterminées.
Les équations imposéesaux inconnues étant

ri'ii

et leur nombre + p surpassant le nombre n des inconnues, on
devra d'abord déterminer des valeurs approchées X. Y, Z, de

.r, ,y, pour lesquelles il suhsistera entre les deux membres
des équationsCi;;) de* dill'érenccs très petites x, %t, v.,l+p. Si

l'on nomme x",v,, les corrections qu'il faut faire à X, Y,

Z, et et, c., nH+p celles de 11, lll+/>, un aura, en
négligeant les carré, de ces corrections, des équations nécessaires
de la forme

CM)

Pour rendre minima la somme

il faut, après l'avoir formée, égaler à zéro les dérivées par rapport
à a. j-'|. z,, et l'on aura ainsi, entre les inconnues véritables
de la question,

(P, J?,), (Qi.c,), désignant l'ensemble des termes qui, dans
le* équations (36). précèdent x,, x., On est conduit il la règle
suivante



On ajoutera les premiers membre* des équations du premier
ihgr&i dont les seconds membres sont les corrections à faire subir
aux grande tus directement mesures, après lus avoir multipliée*
successivement par le coefficient, de ciiaquc inconnue.

Les équations ainsi formées, en nombre égal à celui des incon-
nues, donneront la solution du problème.

Supposons que cinq points A,, A2, Aa, A,. Ad aient été
visés d'une mémo station 0, Sur les dix angles que forment deux

deux les lignes de visée, on en a mesuré huit. En nommant
x,, j\j, ,< ,/•, les angles de la direction 0.\ avec les quatre
autres, ces angles déterminant tous les autres, les mesures choi-
sies sont telles qu'en nommant lit /“ leur.,
valeurs exactes, on a

<»?•

Les relations entre les angles mesures duivent être

(M)

Ces expressions ne seront pas nulles, mais auronl des valcurs
très petites. Nommons ces quatre valeurs a,, 2' 23, xt elles don-
neront. itid("pcndummeiU de tout calcul, une première idée des
erreurs coin mises.

Pour appliquer la méthode des moindres carrés, il est inutile de
formerles équations nutts ajouterionsles équations après
avoir multiplié chacune par le coefficient de l'une des inconnues
successivementchoisies. Nous aurons ainsi



On en déduira les valeurs des inconnues

22a. Lorsque lcs corrections seront calculées, on devra cher-
clrer, en tenant compte des réserves faites, la valeur probable du
carré de l'erreur à craindre pour chaque inconnue.

Gauss a donne pour ce calcul. comme pour tous les détaili de

ceue théorie, une méthode devenue classique de laquelle résulte

une démonstration du principe des moindres carrés très différente

de celle que nous avons adoptée. Nous la reproduisons textuelle-

ment.

Problème. Désignons pan c. v', r", les fonctions li-
néairessuivante. des indéterminéesx, y,

(«i>

Parmi tous les systèmes des coefficients x, x', • qui don-
nent identiquement

k étant indépendant de.2:, y, s, trouver celui pour lequel
x2 -r x's + x"3 +- est minimum.

Posons

(G,)



y,,seront des fonctions linéaires de x, je, ;v et l'on aura

<<H)

OÙ

et de même pour les autres S.
Le nombre «les quantités ?“ 'à, est égal. au nombre m dès

inconnues x,y, s, on pourra donc obtenir, par élimination,
unc équation de la forme suivante (1)

qui sera satisfaite identiquement lorsqu'on remplacera y,,par
leurs valeurs (G3). Par conséquent, si l'ou pose

f«»)

ou aura identiquement

(Os)

Cette équation montre que, parmi les différents systèmes de
coefficients x, x', x" on doit compter le système

On aura d'ailleurs, pour un .système quelconque,

et cette équation, étant identique, entraîne les suivantes

0 On verra plus loin la raison qui a conduit ;'i désigner les coefficients fie
cette formule pur la notation (h), (a?).



Ajoutons ces équations après avoir multipliées, respective-

ment, par (ax), «*), (sr/), nous aurons, en voittr d<r svs-
lvmc(Ot)i

D'ailleurs, cette valcur minimum s'nblicndru de la manicrc sui-

vante.
L'équation (Gj) montre que l'un a

Multiplions ces équations, respectivement,p»r(v.%), (a^i,
et ajoutons; en ayant égard aux relations (G,), on trouver

Lorsque les observationsauront donné des équationsapproxi-

matives

il faudra, pour déterminer l'inconnue x, choisir une combinaison

de la forme suivant

telle que l'inconnue x acquière un coefficient égal à i et que les

autres inconnuesse trouvent éliminées.

Le poids de cette détermination sera



On obtiendra la détermination la plu* convenableen prenant

alors .i- aura H valeur A. On obtiendrait évidemment la même va-
leur sans connaître ies multiplicateur* x, x', x. on effectuant
l'élimination sur les équations

le poids de cette détermination sera

Une marché analogue conduirait aux valeurs le.; plus convena-
bles des autres inconnues y, qui seront celles que l'on ob-
tiendrait cn effectuant l'éliminationsur les équations

Si nous désignons par la somme

par conséquent, les valeurs tics inconnues, déduites de la comhi-
naison la plus convenable, et que nou; pouvons appeler les va-
leurs les />ltis plausibles, sont précisément celles qui donnent
Q une valeur minimum. Or V L représente la différenceentre
la valeur observée et la valeur calculée; donc les valeurs les plus
plausibles des inconnues sont celles qui rendent minimum la

somme des carrés des dill'érences entre les valeur-; calculées et



observées Je* quantités V, V, V, ces curré* ëtaut respecti-
vGnicnl iifultiptid* par té poids de'; observations.Ces principesont
été depuis longtemps établis par d'autres considération» ( Tkeorw

motus cor/wuiH cwkstium)*
Si i'on veut aligner la précision relative* de chacune des ilétur-

ininations, il faut déduire des équations (Os) les valeurs île .r, y,z. Elui se présenteront jous la forme suivant*:

(G:l

Les valeurs les plua plausible* des inconnuesx, y, seront
il, 13,C. Les poids de ces déterminations seront

et le* erreurs moyennes craindre

ce qui s'accorde avec les résultats oltenus antérieurement (Théo-
ria malus corporunt ctnlesiiuni).

Le cn; où il n'y a qu'une seule inconnue est le plus fréquent cl
le plus simple de tous. On a alors

il sera utile d'en dire quelques mots.
On aura



d'où

Ainsi, si, par plusieursobservations qui n'ont pas la menu; pré-
cision et dont les poids respectifs sontp, on a trouvé,
pour une même quantité, une première valcur L, une deuxième U,

une troisième L" la valeur la plus plausible sert

Si toutes les observationssont également plausibles, la valeur
la |>Ius probable sent

c'est-à-dire la moyenne arithmétiqueentre les valeurs observées;

en prenant pour unité le poids d'une observation isolée, le poids
de la moyenne sera ta.

220. (Quoique les formules proposées pour exprimer la valeur
probable du carré de l'erreur craindre, à quelque point de vue
qu'on se place pour Ins obtenir, méritent peu de confiance, il
n'est pas inutile de les défendre contre un reproche injustement
adressé.

Bicnajmé, auteur de l'objection, a proposé « une modification
profonde » il parte de la « défectuosité du calcu) ordinaire Le

défaut qu'il signale lui parait si simple, « qu'aux premiers mots
tout le monde en reconnaîtra l'existence ». « L'erreur consiste.
dit-il, à calculer la probabilité d'une erreur commise comme si

elle était la seule. Un des premiers principes de la théorie des
probabilités est que, quand plusicurs événements arrivent simul-
tanément, la probabilité de leur concours est le produit des pro-



hahilités de chacune, de sorte que ta probabilité de ce concours
est -inférieure it fit -probabilité de chaque événement pris il part;
eile est d'autant plus petite qu'il y a plus d'événements.

»Évidemment, ajoute liienavtué. il en est de même des erreurs
plusieurs inconnues. La probabilitéque ces erreurs resteront
toutes la fois dans certaines limites ne peut être que le produit
des probabilités séparées pour que chacune ne s'écarte: (le ses
limites propres et, par conséquent, cette probabilité du concoure
des erreurs de grandeur limitée doit être notablement inférieur!!

la probabilitédes limites de chaque erreur considérée isolément,
quelles que puissent être les autres.

L'assertion est évidente; mais le tort est d'accuser iea auteurs
de la théorie et des applications qu'on en a faites de l'avoir
ignorée ou oubliée.

Quand on a calculé une inconnue, il importe de savoir quelle
confiance mérite le résultat. Les formules de Gauss répondent
plus ou moins rigoureusement n cette question. Si une seconde
inconnue est calculée, le même problème sera rcsolu pour elle,
Si l'on connait les probabilités pour que les erreurs commises
sur deux angles soient plus petites que o",io, on pourra, les
deux résultats n'étant pas contestas, chercher la probabilité pour
que les deux erreurs soient toutes deux plus petites que o", 10:
l'intérêt de cet aulre problème sera plus ou moins grand, mais
c'est une étrange prétention d'accuser d'erreur ceux qui n'ont
pas désiré le résoudre.

Prenons un exemple.
On veut connaître un angle A. Cet angle fait partie d'un

triangle ABC. On mesure les trois angles A, B, C et l'on prend
pour A la valeur

(38)

Si m3 est la valeurprobable du carré de l'erreur à craindre dans
la mesure d'un angle, le carré de l'crrcur ù craindre en adoptant
l'expression (38) est (199) §/«».



L'objection consiste à dire Sur lus de us angles II et C vous
avez des erreurs Il craindra; elles doivent entrer en compte; «'Iles

ont leur part nécessaire dans l'évaluation du mérite de la solu-
tion. Cela est vrai si le problème est de résoudre le triangle; rrrais

in le calcul est entrepris pour détermiiter l'ongle A, on n'aura nul
souci des deux autres.

Le triangle a trois côtés on peutv inscrire un cercle, ou le cir-
conscrire, déterminer la surface, calculer les bissectrice*, de. et
résoudre cent problèmes difleretiU pour chacun desquels» puisque
le triangleest imparfaitementconnu, uue erreur sera craindre.
Oicrcbcra-t-on la probabilité pour que toutes ces erreurs soient
inférieures des limites données?Si persuadéqu'on soit qu'il faut
le faire, Il' nombre des grandeurs qui dépendent do triangle étant
infini, il faudra s'arrêter; où commencera la failli', commise?

Un exemple réduira l'objection sa véritable valeur.
On construit une carie géographique. Les villes, villages et

bourgades y sont inscrits par milliers, Ou étudie l'un des points
principaux et l'on cherche l'erreur probable craindre sur cha-

cune de ses coordonnées géographiques. Le? calculs sont irrépro-
chables; l'auteur de l'objection, sans y contredire, .signale une
faute très grave. Votre carte, dit-il, contient mille détermina-
tions il fallait, en vertu <Y un principe dont In n'ritr frappera
tout le monde, faire pour les mille points marquas le calcul exé-
cilié pour un seul et multiplier les mille probabilités.

Les erreurs n'étant pas indépendantes, la solution aurait le mé-
rite d'une difficulté vaincue, mais clic condamnerait la carte la

plus admirée d'autant lllua sévèrement qu'elle serait plus riche
de détails. Comment espérer que le produit de mille probabilités

ne soit pas très petit?
Le produit étant supposé connu, on accueillerait certainement

comme un $rrand progrès la recherche isolée de chaque facteur,
C'est elle seulement qui peut intéresser.

227. Nous terminerons ce Chapitre par la démonstration d'un
élégant théorèmede Gauss, annouc<!(l21 4) et dont les conséquences



relatives la détermination de la précision d'un système d'obser-
vations ne- me paraissent pat acceptables.

On a mesuré directement « +p grandeurs, t'4a mesures inspi-
reut lit même confiance; mais la valeur probable ni- du carré
de l'erreur commise sur l'une d'ellés est il priori complètement
inconnue, (-"es n + Il grandeurs mesurécs sont liées par des érlna-
tions, que l'énoncé du problème fait connattrc, à Il grandeurs
ineunniies. La méthode des moindres carrés détermine ces in-
connues par la condition que les corrections sur tes grandeurs di-
rectement mesurées,clui rendent les équations compatibles, aient
une somme de carrés ininima.

Les calculs font connaître exactement cctte somme de carrés.
plus petite par l'énoncé mémo de la condition imposée, (lue la

somme des carrés des erreurs réellement commises.
Le théorème de Gauss se compose de deux parties
La somme des carrés des corrections prescrites par la méthode

des moindres carrés est une fonction homogène du second denré,
parfaitement déterminée, des erreurs réellement commises.

En désignant pur /m3 la valeur probable, Il priori, du carré de
I erreur commise sur une observation la valeur probable de la
lonction qui représente la somme des carrés des corrections
prescrites par la méthode, et par conséquent la valeur probahie
de celle somme de carrés dont la valeur numérique est connue,
est égale à pn*.

-Nous allons démontrer ces deux théorèmes, sans pouvoir ac-
cepter qu'il, soit permis ensuite d'égaler la valeur vraie de la

somme des carrés des correctionsla valeur probable et d'en con-
clure pour valeur probable du carré de l'une des erreurs d'obser-
vations

Ci, e-j, c,,+p étant les corrections laites aux grandeurs mc-
surées et le dénominateur p étant l'excès du nombre n + p des

mesures prises sur le nombres des inconnues qu'on en a de-
duites.



Non seulement la somme des carrés des corrections, mais

chaque correction eu particulier pont s'exprimer en fonction dés

erreurs réellement commises. Si ces erreurs, en efl'elj sont con-

nues, les équations auxquelles les ificuiifiuès satisfont, et (fui de-

viennent incompatibles, sont parfaitement déterminées; elles s'ac-

corderuient si l'on ajoutait it chaque grandeur l'erreur commise

en la mesurant, mais elles peuvent s'accorder d'une infinité de

manières. Les correctionsvéritables ëlant inconnues, on rend la

somme des carrés minima. he calcul à faire pour cela est parfaite-

ment déterminé, et le résultat ne peut contenir, outre les don-

nées de la question et les grandeurs mesurées, que les erreurs
réellement commises.

La méthode exposée (207) permet de calculer celle fonction,

dont l'existenceest évidente a priori.
Soient

t'.t

les équationsqui lient les erreurs possibles e,, c. c,H/, aux
évaluations des grandeurs A., /n+/1, dont

sont des fonctions numériquement connues el très petites, puis-
qu'elles seraient rigoureusement nulles si les mesures étaient

exactes. Les corrections e,, c\, <*«+/)> prescrites par la mé-

thode des moindres carrés, sont des fonctions de x,, v. %r

que la méthode fuit connaître. La somme de leurs carrés <;st

une fonction homogène du second degré de x,, x., v.p. Mais

les équations (3g) sont satisfaites par tous les systèmes de correc-
tions compatibles avec les données du problème; elles le sont
donc par les corrections égales aux erreurs véritablement com-
mises, et, en remplaçant X), xâ, pur leurs valeurs don-

nées par (3g) en fonction des erreurs véritables t.,
s«+/i. on aura exprimé lu somme des carrés des correction-

en fonction de ces erreurs véritahlemcnt commises qui restenl
inconnues.



Pour obtenir le.. corrections prescrites par la' méthode des
moindrescarrés, il faut rendre minima la somme

les/? équationsoLli-nucs en dtflercntiant le système (ïy).
On devra, conformément la théorie des. maxima et minima,

ajouter ce, équations aptes le, avoir multipliées par des facteurs
indéterminés,et écrire le système

I .p

les facteurs et les inconnues sedéduiront du cesnp équations adjointes aux p équations (3y).
Pour obtenir les facteurs u,, ;x3, j^, ajoutons les équa-

lions(/joi. après les avoir multipliées par P,, Pa, puis par
< >i. Q-j, et ainsi de suite, nous aurons

<i<)

(1>2), (PQ), • représentant la somme des carrés des valeur.dcP'.dcP.Q,
Ajoutons les équations (f •), après les avoir multipliées par e.,

fi, e,,+p, nous aurons

et cetteéquation fora connaître IV, exprimi',comme nous l'avions
annoncé, en fonction de x,, a2, qui sont eux-mêmesdes
fonctions connues d'un système quelconque de corrections possi-



Mes et par conséquent, en particulier, «Jus erreurs réellement
commise!

tl nous roste à eliereher lu valeur probable de l'expression

(et)

Si ti, tj, :«Hj sont te» erreurs réellcincul commises, la vu-
leur probable de îj? est, (jui'l que soit i, la (j nanti tû incunnuc m-
qui représente la précision des observations,et, les mesures étant
indépendantes, la valeur probable de t, or, quels que soient i ut

est ég-ale à zéro.
Lu valeur probable de est donc le produit par ni'-» de la

somme des coefficients des carrés de Sj, îHH,.
En stiJjstituitutaux « dans la somme {'y.) leurs valeurs eu fone-

lion des 0, donnt'es par !c système (•i</i, l'expression devient, eu

<P>

et. comme les corrections e sont des fonctions linéaires des ,). et
des par conséquent.des î, on voit «ne la somme des coefficient*

à

c'est-à-dire, d'après le système PU), égale, au signe près,

On Il, vn remarquant que les salislonl au svstème t'ig) et que
les y. sont des (onctions linéaires des x,



«>n en déduit les «| italien

La somme des premiers membres est donc égale Ii

<U)

c'est-à-dire il l'unité car cette expression (f{) est précisément l<?
résultai delà substitutiondans la uilcur de ;a, déduite de (.{<>), de*
coefficientsde aux termes tout connus 1.1, «a,

La première colonne du Tableau est égale l'unité.
11 en est de mème de toutes les autres, et la somme est é;;alc

Cette élégante démonstration a été donnée par M. Guyou.
Lors donc que l'on résout un problème par la méthode dis

moindres carrés, il -p mesures avant été prises et le carré tin
l'erreur à craindre sur chacune rl'elles étant m1, la valeur pro-
hahle de la somme des carrés des erreurs réellement commisesest
(ti -+-/>)/«*: mais la valeur probable, nécessairement plus petite,
de la somme des carrés des corrections indiquées par la méthode

comme les plus plausiblesest seulement/»-.

229. Reprenons, pour donner un excmplc le problème ré-
soin A| A», A3, A étant quatre points observés du point 0,
et les angles sous lesquels A. A, et
sont vus du point 0 étant Il,12,13, en posant

x, et aa étant très petites, les corrections il faire aux angles me-



sûtes sont

La somme de leurs carrés est

<i>>

On Il, en nommant Si, îj. :.j, il' :o les erreurs réellement com-
mises,

La valeur probable (le est celle de a*, '.Un'1 et celle de
'A.111-; la wleur probable de (/\j) est donc

c'est-à-dire, conformément au théorème de Gauss, le produit île

m'1 par l'excès 5 3 du nombre des angles mesures sur celui des
angles inconnus réellementdistincts.

En égalant cette somme -un'- à la somme des carrés des cor-
rections prescrites par les formules pour les huit angles direc-

tement mesurés, la valeur ainsi obtenue pour ne peut nulle-

ment être acceptée pour mesure certaine ou vraisemblablede l'er-

reur à craindre dans les observations.
On peut affirmer seulement,et c'est là le point important, que,

si la somme des carrés des corrections est petite, la probabilité est
grande pour que les observations aient été bien laites.

230. Indépendamment de l'incertitude du principe sur lequel
lu démonstration repose, je veux dire le droit d'égaler la somme



des carrés des corrections a leur valeur probable, une autre cause,
«on moins grave la première, suffirait,' dans- le pftt* grand
nombre des cas, pour enlever totite tonlîartce dans l'évaluation
précisc des chances d'erreur proposée» après chaque application
de la méthode.

On suppose, m priori, toutes les mesures égalemcnt précises;
il est impossible, dans la plupart des cas, de croire à cette éga-
lité c'est faute de connaître aucune raison de préférence qu'on
accepte l'équivalence des résultats. Mais, connues ou inconnues,

ces raisons, si elles existent, doivent exercer une influence sur
l'erreur /Tellement commise, et c'est celle-là dont on prétend
donner les chances.

Il ne l'iiudrait pas dire On obtient une précision moyenne. Des

mesures dont la précision est inégale ne donneront nullement le
même résultat <|u'un nombre égal de mesures prises uvec une pré-
cision uniforme de quelque manière qu'on la choisisse.

Les formules, enlin, supposent pour toutes les observations les

erreurs constantes absolument écartées; c'est une condition dif-
licilemcnt remplie quand on combine des observations d'origine
dilJ'érenle.

Le calcul de la précision d'un système d'observations et l'éva-
lualion qu'on en déduit pour la confiance méritée par le résultat
ont compromis plus d'une fois la méthode des moindres carrés.

Après avoir discuté par d'immenses calculs les observations du

passage de Vénus sur le Soleil en 17f.i1, Encke a trouvé pour la
parallaxe du Soleil 8*,4y et pour erreur probable o",o(i. Il y
avait, en conséquence, plus de 3ooooo à parier contre 1 que l'er-

reur n'atteindrait pas fa, représentant sept fois l'erreur pro-
babil',

Les astronomes, cependant, acceptent aujourd'hui pour pa-
rallaxe ft",<)i, qui correspond précisément ir l'erreur o",4«.

Sur un nombre total de i4<» observations, Knckc, par des rai-

sons dont il serait difficile de donner le détail, en avait consi-
déré go comme meilleures que les autres. Les premières
avaient même poids dans les calculs et les secondes un poids moi.



lié moindre. Il n'en faut pas davantage, indépendamment de toute
objection théorique, pour expliquer, j'oserai dire pour prévoir,
des erreurs plets grandesencore que celles qu'on a commises.

Si le résultat linal est exact, l'un des observateurs,Short, s'est
trompé de a5" sur l'instant du second contact et Justander de 40e

sur celui du premier.
L'un et l'autre, cependant, sont admis dans la première classe,

comme Lacaille, qui se serait trompé de a' seulement,et Latandr,de,
L'erreur probable sur l'instantdu premicr contact, pour tous les

observateurs de première classe, étant 7'e il y aurait, si /'on s'en
rapporte aux formules, à parier contre 1 qu'une erreur
(le ne sera pas commise: n'élail-ec pas une raison suffisante
pour faire passer Justander dans la seconde classe, peut-êtremune
pour supprimer ses chiffres, en voyant qu'à la sortie il s'est
trompé de W?

Knckc, en prenant ce parti, aurait manqué, je le sais, it un
principe queje n'accepte pas les observationssont des témoins;
si elles sont, avant l'épreuve, jugées dignes de confiance, leur
déclaration,quelle qu'elle soit, doit être recueillie et conservée.

Laplaee a évalué la masse de Jupiter de celle du Soleil.
L'erreur commise, affirmait-il, est plus petite que du nombre
proposé, et le Calcul des probabilités démontre qu'il y Il iooooou
contre à parier poar qu'elle n'atteigne pas cette limite. La limite
cependant a été dépassée aucun astronome n'en doute aujour-
d'hui.

Il serait intéressant de refaire et de discuter de tels calculs. Je
veux parler ici des principes seulement. Lorsque des inconnues
sont déterminées par un grand nombre de mesures, les équations
''tant plus nombreuses qu'il ne faut, le calcul fait connaître les
corrections pour lesquelles la somme des carrés est miuima.

Quelle est la confiance méritée par Ics résultais?
Nous avons résolu deux problèmesdilK'-rents

Lcs observations n'étant pas faites encore, ou, ce qui revient
au même, leur résultat étant encore inconnu, mais leur précision



étant appréciée d'après l'habileté de l'observateur, quelle cst la

précisiondu résultat? La solution est irréprochable, mais sans
intérêt dans la plupart des cas. Lorsque tes observateurs sont
différent:; et les observations nombreuses, il est impossible, évi-

demment, d'exprimera priori par un nombre la confiance méri-

tée par chacun, en écartant les circonstances particulièresqui ont

pu le troubler, comme, par exemple, dans les observations du

passage de Vénus, ce phénomène imprévu de la goutte qui ren-
dait Les contacts incertaine.

C'est après les avoir obtenusqu'il faut juger les résultats, et le

véritable problème est celui-ci Les observations sont faites, les

calculs terminés, la somme des carrés des correctionsest connue

en chiffres; en déduire la précision supposée égale des observa-
tions combinées.

Nous devons répéter ce qui a été dit

Quand on entreprend une série de mesures, l'habileté des ob-

servateurs n'est ni parfaitement connue ni complètement incon-

nue. Ce sont des cas extrêmes. Il arrivera presque toujours que
toutes les valeurs de la précision étant possibles, elles seront, Il

priori, inégalement vraisemblables. La loi de leurs probabilités

avant l'épreuveétant inconnue, le problème est insoluble.
Si les observations étaient mal faites, les équations seraient

discordantes. La probabilité pour que le hasard, et non la perfec-

tion des mesures, les rende compatibles après de petites correc-
tions peut être considéréecomme une impossibilité. On peut, en
conséquence, quand la somme des carrés des erreurs est petite,

accepter sans crainte le résultat, mais il est téméraire d'évaluer en
chiffres la confiance qu'il doit inspirer.



CIIAPITHE XII.

LES LOIS DE LA STATISTIQUE.

»

|>utati*)ti <if llu, Iliret.' ut mvrc Uu'i.
IUtLt.

la même, la inuyciinv est la im-iiie sur un pi'iiml nombre «|V|ircuvc<,Mitk le..

des naissances, ont nûgliKi cette i-ciuarquc. '234. Lc
unim donne, puur une tiiêioc piiilwliiliti innyciiue, une valviir plus |iciiif au

cliances d'ecart de la moyenne, l.a fnriiiiilt! oljlcmie en supposant les tii-aar*
luils tlsitis lu liiiime urne n'est pus acceptable. -Si;. Lui de mortalitéde (Jmiii-
pcrlz.

SJ1. Les géomètrcs onl taciiomonl assimili' les l'vûiiuiiicnts
fortuitsune série de lirages au sort l'ails dans une unit de com-
position inconnue. Kien n'autorise, a priori, unir telle lirpothèse.
'toutes les niiinières de consulter le hasard ne sont jr.is l'-quira-
lentes. Sans vouloir le contester, on s'est montré souvent imji
peu sévère dans le choix faire entre elles, l'nc première condi-
tion est évidente, c'est l'invsii iahiliti' approchée du rapport enhv
le nombre des événements et celui des épreuves.

(>uand celle première vérification réussit, un ,s'<;u coulentc
prcs(pie toujours le rapport constant fait connaître la composi-
tinn d'une urne dans laquelle doivent se faire les tirages fictifs; on



en déduit, pour titi girând nombre d'épreuves, les conséquences

estimées (le plats en pitre probables.

Si l'on observe, par exemple, dans un pays dont la population

est stationnaire, le nombre des dét.ès, celui des naissances, le rap-

port du nombre des filles à celui des garçon, le nombre des in-

cendies, celui des jours on le vent souffle dans une directiun dé-

signée, etc., ou trouvera, avec une approximation inégale, mais

toujours grnndtrù la longue, un rapport invariableentre le nombre

d'événements d'un genre désigne' et le nombre des épreuves. On

comprend dans quel sens est pris le mot épreuve. S'il s'agit, par
exemple, des incendies, chaque maison sert d'épreuve, et le rap-

port dont nous parlons est celui de leur nombre total à celui des

sinistres.

Chaque événement fortuit acquiert par ces relevs, quand ils

portent sur dit grands nombres, unc probabilité déterminée sur
laquelle, lorsque les rapports restent constants, ne peut s'élever

aucun doute.
Si. sur mooo individus âgés de 3o ans, 5ooo atteignent l'âge

de <)5 ans, un conclura, très légitimement,que pour un homme de

3o ans choisi au hasard la probabilité de vivre :15 uns est J-.

La conclusion étant acceptée, elle n'autorise pas l'assimila-

tion des chances de décès des hommes de 3o ans, dans une
période de 35 ans, il celles du tirage au sort dans une urnc conte-

nant a huule hlanche et boule noire.

Si dans une telle urne on fait tirages, le nombre des

haules blanches obtenues sera 5ooo environ, un peu plus ou un

peu moins, selon les caprices du hasard.

Si, sur individus âgés de 3o ans, on compte les survi-

vants ans après, ce nombre, d'après les Tables qui sont très

exactes, sera 5ooo environ, un pcu plus, un peu moins, suivant

des circonstancesque nul ne peut prévoir.

Les deux cas, sous ce rapport, sont identiques.

Est-ce là tout ce qu'on doit demander?

Les nombres comparésdiffèrent peu de 5ooo.

Mais l'écart dans un cas, celui des décès, est complètement in-



connu; rittâs n'en poiuon.t «en dire, moins euuonMtflirmcr.Dans
le cas des tirages au sort duit!! une urne, il est soumis des lois
précise*.

La moyenne de ses valeurs absolues, celle des valeurs de son
carré peuvent être, avec confiance, calculées à t'avance.

On peut affirmer que, dans le cas pris pour exemple, sur
iouoo tirages renouvelés un graud nombre de fois, la valeur
moyenne de l'écart sera 4o; celle de son carre*,«>oo.

Si en considérantun grand nombre ticgroupesde hommes
de 3o ans, la moyenne générale des décès en 35 ans étant égale
àooo, la moyenne des écarts, ati licu d'être /to, se trouve égale

100, on pourra, sans en conclure l'existence d'une cause pertur-
batrice, accuserde la discordance la prétention d'assimiler deux
problèmes très différents.

Il y a, nous l'avons dit, bien des moyens de consulter le hasard
«jtiand ils donnent le même résultai inoven, ils ne donnent pas
pour cela les mêmes probabilités d'écart. Au lieu de tirer des
boules dans une urne de composition donnée, on peut associer
plusieurs urnes de composition différente et puiser alternative-
/lient dans chacune d'elles les résultais movens sont les mêmes
que pour des tirage, Cuits dans une urne de composition moyenne,
les chances d'écart ne le sont pas.

Si. pour prendre un cas extrême, au lieu de puiser 10000 fois
dans une urne contenant honte noire et 1 boule blanche, ou
puisait alternativementdans deux urnes contenant, l'une ta boule
noire, l'autre la boule blanche, on obtiendrait avec certitude
Jouo fois la boule blanche, et l'écart deviendrait nul.

La substitution de plusieurs urnes ù une seule pour repré-
senter les Tables de mortalité parait, (/ priori, très plausible.
Parmi les individus du même âge, il est impossible de ne pas faire
des catégories pour lesquelles les chances de vie sont inégales,
biles ne sont pas les mêmes pour la ville et pour lu campagne-,
on doit tenir compte des habitudes d'oisiveté ou de travail, de la
profession exercée, de l'intempérance ou de la sobriété, de la lon-
gévité des parents, etc. La statistique confond tous les cas et



donne une moyenne; on approcherait davantage de la vônté-eu

formant une Table pour chaque catégorie chaque Table alors

serait remplacée par une urne et le$ compositions seraient diffé-

rentes.
Si l'événementétudié est la chute (le ta pluie et <[ue, dans un

lieu d^lcriniui*. on observe,en moyenne, sur un grand nombre «le

siècles, ijh jouis de pluie par an, la probabilité sera, pour qu'il
pleure un jour donné, .j' cela n'est pas contesté; mais, chaque

année, le nombre des jüurs de pluie s 'écartera plus ou moins A»

lu moyenne des (''farts n'a rien de commun avec celle qui se
produirait si, chaque année, on faisait tirages dans une urne

contenant boules blanches et aj3 boule,; noires.

La cause de la différence, très probablement, e*t autre dans ce

cas que dans le précédent. La probabilité pour qu'il pleuve un

jour désigné longtemps l'avance <st mais, pour qu'il pleuve

deux jours de suite, elle est tivs différente de Quand il fait

mauvais temps, ce n'est pas d'habitude pour un jour seulement:

la probabilité d'un tirage est influencée par cette du tirage pré-

l'éden! Cela ue change rien nus moyennes, puisque l'urne a été

composée précisément pour les rendre égales; mais il n'y a plus

entre les écarts, indépendamment de toute cause perturbatrice,

aucune rclation nécessaire.

La question générale semble devoir être posée de la ma-
nière suivante

Un événement fortuit peut, sur jx épreuves, arriver un nombre

inconnu de fois la probabilité pour qu'il arrive /1 fois est /> te

nombre probable des arrivées sera

i'i

en le désignant par \xp, la statistique indiquera le nombre p
comme probabilité de l'événement chaque épreuve.

Si l'on renouvelle Il fois les ;a épreuves, le nombre d'arrivées

s'écartera, pour chaque série, de la valeur moyenne ja/>. lin nom-
nnnt -N'i, N3, Na les nombres successifs sur ;.i épreuves, la



muvenm;

(«>

diflerera peu de jiyï. Nous pouvons mêmo la regarder comme
'gale à xp, car c'est ce rapport seul qui nous fait connaître la
probabilité moyenne désignée pur/).

L'écart dans les [/. épreuves formant la série du rang i sera

'/il

1.u moyenne des carrés des valeursde cette différenceaurait (62)
une expression très simple, ;jy>(i p), si l'événement était le ti-
rage au sort dans une urne; elle pourra, sans qu'on s'en étonne,
prendredans le cas général une valeur très différente,

L'étude de ces valeurs dans tous les cas possihles serait inté-
ressante.

La moyenne des carrés de l'expression est identique-
ment (163)

( iJ

Le second terme différera peu de |A2/>-> cela résulte, nous l'a-
vons dit, de la définition même de

Le premier terme

n'est pas une fonction déterminée de /1,
Si les nombres X,, Na. N,, résultent de tiruges au sort

dans une urne donnant la sortie d'une boule blanche la proba-
bilité/y, on aura approximativement, pour un grand nombre d'é-
preuvcs,

<<>>

L'éfluation est évidente.



Le premier membre de. (6) peut, si Il est grand, .être, remplacé

parla valeur probable de S-, c'est-à-dire pnr le carré du nombre
d'arrivées sur iL épreuves de l'événement dont la probabilitéest la

somme des termes du développement de (p --<[)* multipliés

chacun par le carré de l'exposant de p. Cette somme a été cal-
culée (183).

Si l'on ne connait sur les probabilitésp" p3, • py. que la

seule équation

à laquelle il faut adjoindre la condition identique

l'équation (fi) n'est plus démontrée. Il est impossible de connaître,
d'après les données, la valeur probable de

et par conséquent aussi la valeur probable de l'écart représentée

par l'expression (1) doit rester inconnue.

233. Lorsque Laplacc et Poisson ont cherché les probabilités

de certaines anomalies locales dans le rapport du nombredes nais-

sances masculines et féminines, ils n'ont pas tenu compte des
différences très grandes que nous venons de signaler. Leurs cal-
culs sont faits comme si, la naissance d'un garçon a\ant une cer-
taine probabilité, les résultats possibles d'un nombre quelconque
de naissances avaient, à moins de causes perturbatrices,les mêmes
chances que si l'on tirait des boules d'une même urne convena-
blement préparée.

234. Lorsque la probabilité d'un événement est la valeur
probable du nombre d'arrivées sur a (*preuves est up, et celle du

carréde l'écart entre le nombre véritable et le nombre probable \xp
est (62) ;>(!–p).



Si, à une urne donnant une probabilité p à l'événement,on sub-
slt'ttR' urnes différentes duniiunt les probabilités />j.
dans lesquelles on puiseraalternativement, Ici probabilité moyenne
étant égale à p la valeurmoyenne du carré de l'écart sera Ili-

minuée.
Si l'un lire, en eflet, successivement dans les diverses urnes et

une, le nombre tutal des tirages étant [J.ft, un ait puisé y. luis dans
chacune, le nombre probable des boules blanches sorties sera

Sur un même nombre a« de tirages dans la première urne. l<:

nombre probable des boules blanches serait

Ces nombres sont égaux, puisque, par hypothèse, la moyenne

est égale a p.
Les chances d'écart sont très différentes.
Dans le cas des un tirages faits dans l'urne qui donne à la sortie

d'une boule blanche la proliubilité y, si l'un désigne le nombre
des boules blanches sorties par

la valcur probable de est

(;
Dans le cas des séries de tirages qui forment la seconde

épreuve, les nombres de boules blanches pourront être représen-
tés iiiir

l'écart entrc leur nombre total et le nombre le plus probable sera

dont le carré peut être représenté pur



La valeur probable de v,î,- est nullc, quels que soient i et i':
("•elle dë ï'f est

La valeur probable du carré de l'écart dans l'ensemble des jaw
épreuves faites dans urnes différentes est

La différence des expressions (;) et (V) est, on le voit aisé-

ment,

clle est essentiellement Positive, et la valeur probable du carré de
l'écart dans le cas d'une seule urne est, pour une même probabi-
lité moyenne, plus grande que pour les urnes associées.

233. Les remorques précédentes peuvent s'appliquer à la théorie
des assurances. Le hénéfice d'une Compagnie d'assurances sur lal

vie, par exemple, dépend du nombre des décès qui surviendront
dans l'année parmi les assurés. Ce nombre se compose de deux
parties un terme fixe, proportionnel au nombre des assurés et
donné par les Tables, et un terme aléatoire, inconnu de grandeur
<:l de signe, que nous nommerons l'écart, Le premier terme fait
coniiailrc la valeur équitable de la prime à pa\cr, le second repré-
sente les variationsdu bénéfice annuel; il est très probablement
petit par rapport au premier, si le nomhre des affaires est consi-
dérable.

L'appréciation réduite à ces termes vagues n'est pas contes-
table; mai, il n'est pas permis de la réduire en formules en assi-
rnilant les écarts à ceux que peuvent produire des tirages au sort
dans une urne de composition fixe,

Si l'on considère, par exemple, une Compagnie d'assurances
mutuelles contre l'incendie, la part de chacune dans la répartition
dcs sinistres varicra d'autant moins, toutes choses égales d'ail-
leurs, d'une année à l'autre, que le nombre des assurés sers» plus



fjnHid et que les sommes assurées il chucuit tliflereroat moi ni du

l'égalité.
Soient

j/i le nombre des assurés qui la prime à payer en cas de sinistre

est %t

;xj lu nombre de ceux pour qui la prime est x,;
.>• i >*••*«.#
ja« le nombre de ceux pour qui elle est

Soient

('< en les écarts relatifs il chacune de ce$ catégories

p la probabilité d'un sinistre.

La somme probable il payer sera

et la part proportionncllede celui qui doit rccevoir ».i est

L'écart de la somme paver, c'est-à-dire la rliflërenee entre la

somme prévue et celle qui sera réellement due, est pour la Cum-

pagnie

Les écarts r,, p., e,, avant des valeurs probables égales à

zéro, ainsi que leurs produits deux ¡'¡ deux, le carri' de cellr
expression a munie valeur probableque

Mu

Si le sinistre dont la probabilité

au sort dans une urne de composition invariable, la valeur pro-

bable de e) serait ;a,(i y/), cl celle de la somme aurait

pour va loin-

ill)
La part correspondante de l'assuré (lui doit recevoir x, sérail



Cette évaluation, déduite d'une assimilation que rien n'autorise,

i30. Je terminerai. ce Chapitre eu indiquant une lui remar-
quable de .probabilité proposée par GomperU, et qui, dans des
limitesassez, écartées, parait s'approcherde la vérité.

La condition arbitrairement imposée la fonction inconnue est
que la probabilité pour- clue deux individus d'âges connus vivent
l'un et l'autreaprès un nombre donné d'années soit proportion-
ncllc à celle pour qu'un troisième individu, d'Age convenablement
choisi, vive lui-mêmeaprès ce même nombre d'amiées.

Si »(s) désigne, pour un nombre donné de naissances, le
nombre des survivante à l'Age z, la condition demandéeest expri-
méc par l'équfition

w>

Cette équation doit avoir lit-il quel que soit .r, quand un choisit
pour G une fonction convemiblc de a et de Il,

l'Age est « vive encore dans n «innées.
En prenant les logarithmesdes deux membresde (i«) et posant

/s(« ) = Fi u), la condition devient

Il (tant une fonction de et d.; Il indépendante de x. En prenant
la dérivée par rapport il u.' ci posant

on a

(UJ

par conséquent, cn faisant ./ = n,



iti> doit avoir aussi

(iîj

l'l, en retranchant,

(iG)

Les seconds membres des équations (i^) et (i 5) sont fonctions
<!ee; ils dépendent, donc l'un de l'autre. Il doit en être de mvme
des premiers membres,et une relation doit exister entre les deux,
fonctions

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
i|uc le déterminant fonctionnel soit nul. l'ierivons donc

Telle est l'équation qui détermine -i. Si l'on suppose que ni ni
•V' ne soient nuls, on aura

Cette formule, plus que celle de Gompcrlz, a été pro-
posée par jSIakeliiiin.

Comporta suppose G, ut G, égaux zéro et prend

J'ai déterminé les cocllidnnu par la condition d'accorder au-
tant que possible les coefficients avec les meilleures Tables con-
nues.



I.e< résultats sont doiuu-s par le Tiibleau suivant

Les tlifli'jrencesentre les valeurs de et celles que douncni
le, (le, viugt Compagnie!; anglaises sont moindres que les

différences des diverses Tables entre elles.



CHAPITRE XIII.

PROBABILITÉS DES DÉCISIONS.

Cet» f.iil, tijfJMiattl«?ftli?Jicifl'V0tM.iniio oui)"

t'elujf jv il'imii* sirnirru-u«IuijihIliidiafice li\r»H*jjtr
suri île* ilcz judiciaire* {irtiuler oilvloni.

lUbLLIfK.

itvsuniùcrilii|ui:d'< Icntutircs (ailci pvttr appliquer Ic Culcul des pri>b;iliilitc-
:iu\ (lùcisions judiciaires,

237. L'assimilation lu plus téméraire d'un lirnne au sort aux
cflbts de causes inconnues et variables Il clé proposée par Con-
dorccl.

Le Livre trop longtemps admiré sur la probabilité des décisions
prises a la majorité repose tout entier sur cette confusion. Aucun
de ses principes n'est acceptable, aucune de ses conclusions Il'111'-

proche de la vérité.
La théorie de Condoreet a été commentée, refaite int-inc en en-

tier par des savants illustresou célèbres; aucun progrès n'a pu en
corriger l'impuissance.

Les successeurs de Condorcet, tout en le louant d'avoir porte
le llambeau de la Science dans ces m vsit'rtiMises questions, ont
reconnu l'insuffisancede ses formules ils n'en ont pas proposé
de meilleures.

Liiplaec a rejeté les résultats de Condorcct, Poisson n'il pas ac-
cepté ceux de Laplacc; ni l'un ni l'autre n'a pu soimielln1 au cal-
cul ce qui y échappe essentiellement les chances d'erreur d'un



esprit plus ou moins éclairé, devant des faits mal connus et des

droits imparfaitement défiais»

Dans la discussiond'unc loi sur te jury, Aragoallégua l'autorité
de Laplaec.

Orr pouvait disait-il, diminuer les erreurs judiciaires dans le

rapport de La théorie le démontre. Ce* chiffres sont aussi

certains que la parallaxe du Soleil.

Lrr député osa exprimer un doute, Axago le traita fort mal.

Quand il parlait au nom de la Science,il n'appartenaitpas des

ignorants de le contredire.
Ou a changé la parallaxedu Soleil pour une autre plus exacte.

Les chi lires de La place n'ont pas être changés, ils ne méritent

quc l'ouhli.
L'analyse du Livre de Condorcet est diffiéile à faire. Les erreurs

y sont tellement évidentes, la confiance qu'clles inspirent telle-

ment naïve, que l'approbation connue de juges très justement
illustrcs rend les citations invraisemblables.

Comment croire qu'à côté des aberrations singulières, textuel-

)entent rapportées, ne se trouve pas quelque idée de génie qu'il
serait juste de produire?

Le Livre n'est pas rare, chacun peut chercher.

Tout se passe, suivant Coudorcet, comme si les magistrats, imi-

tan' Bridoyc, juge de Mjrclingues, seiilcnciaienl par le sort des

des. L'assimilation de l'opinion d'un juge au tirage d'une houle

dans une urne de composition déterminée est pour lui une iden-

tité. Si la boule est blanche, la décision sera bonne. Le juge se

trompera s'il tire une houlc noire. L'urne dans laquelle puise un
juge éclairé et honnête contient beaucoup de boules blanches;
les boules noires abondent dans celle d'un juge sans conscience.

Le difficile est de trouver la composition dc urine. Telle n'est

pas l'opinion de Comlorcet. Il suppose qu'une même urne serve

tous les juges, pour toutes les causes et pour tous les tribunaux

cl'un même pays. Le problème n'a plus qu'une seule inconnue.

Dans celle hypothèse, favorable au calcul, Condorcet est en droit

de rassurer les innocents en menaçant les coupables d'un inévi-



table châtiment; on doit supposer, dans l'unie dont tout dépend,
les boules blanches en majorité. En douter serait faire injure la
magistrature. Si lus- juges se trompaient plus d'une fois sur deux,
il faillirait supprimer les procès.

Ou doit les conserver, niais assurer de bons jugements. Rien
n'est plus facile; il faut accroître li; nombre dos juges. Quand les
boules blanche* sont eu plus grand nombre cjiic les noires, leur
sortie eli plus grand nombre est probable; elle devient certaine si
les tirages sont nombreux la probabilité d'une décision prise par
lu majorité peut approcher ainsi de la certitude.

\ous supposerons, dit (Jondorcct, les assemblées composées de
\olauts avant une égale justesse d'esprit et des lumières égales;
nous supposerons qu'aucun volant n'uit d'inlluenee sur les voix
des autres et que tous opèrent de bonne foi.

Plus Ir nombre des votants augmentera,plus la probabilité de
la décision sera grande la limite de cette probabilité est la eer-
titude.

Les illusions de Oondorcc-l m- s'étendent pus huiles les a;-
semblées.

Lue assemblée nombreuse ne peut pas, dit-il, être composée
d'hommes très éclairés il aura nu grand nombre de questions
sur lesquelles la probabilité de la voix de chaque votant sera au-
dessous de Alors, plus l'assemblée sera nombreuse, plus elle
sera exposée rendre des décisions fausses.

On peut dire plus, elle eu sera certaine.
Une assemblé!! nombreuse, dont chaque membre.- se trompe

plus d'une fois sur deux, se prononcera certainement contre la
\érilé elle donnera unniovi-n sur de la connaître. Condoreei ne
l'a pas proposé, mais il résulte de ses formules; il serait injuste
de lui en refuser l'honneur.

Ions les cidciils oui pour hase la probabilité pour qu'un ju-ic
si- trompe; on ne dit ni quel juge ni dans quel procès e'esl une
[.'(instante qu'il faut, déterminer. Condoreel donne plusieurs su-
intions.

I.a plus assurée, malheureusement d'une exécution diflieile.



consisterai la réunir pour former un tribunal d'examen un assez,
grand nombre d'hommes 'vérflàùhmë'nl éclaires pour que leurs
décisions 1'ussent considérées comme certaines. On saurait «lois
combien de fois les juges se seront trompés dans leurs décisions
prises ;i la majorité en admettant pour tous la même chance d'er-

reur, on dégagera aisément des formules qui ne contiendront pas
d'autre inconnue la valeur exacte de cette chance.

Cette méthode, dit Condorcet, ne peut avoir qu'un inconvé-
nient. Il en énumère Irais cependant

La difficulté de composer un tribunal d'examen, le long temps
qui serait nécessaire pour examiner un grand nombre de déci-
sions, les embarras qui peuventrendre l'examen difficile.

Condorcet, ou le voit, ne dissimule pas les difficultés. Mais,
quand on les aura surmontées, quel dédommagement!

La certitude d'un bon jugement pourra crottre sans limite, il

n'v aura qu'à choisir.
Si le risque de l'erreur, dit Condorcet, est Ici qu'on néglihc un

risque semblable quand il s'agit de sa propre vie, les plus exi-

geants devront s'en contenter.
Beaucoup de gens réputés sages prennent ci Lyon le bateau

pour se rendre à Avignon. Le pont Saint-Esprit cependant est sur
la route.

Que faudrait-il penser d'un tribunal qui donnerait aux inno-
cents autant de chances pour être pendus qu'un voyageur en a de

se noyerau pont Saint-Esprit?
Cette idée ne lui plaît pas complètement.
Supposons, dit-il, que l'on sache combien il lérit de paquebots

sur le nombre de ceux qui vont de Douvres à Calais ou qui re-
viennent de Calais Douvres, et qu'on n'ait égard qu'à ceux qui

sont partis par un temps regardé comme bon et sur par les
hommes instruits dans la navigation, Il est clair qu'on aura ainsi
la valeur d'un risque qu'on peut négligersans imprudence.

Après de longues et consciencieusesrecherches, Condurcet se
décide a accepter la fraction t-t c'est la dernière concession
qu'il puisse l'aire. C'est l;'i, dit-il, le risque le plus considérable



nation bien gouverne peut laisser subsisterdans le* jugements et
dans les dérisions des assemblées délibérantes. Une erreur sur

jugements est le dernier mot de Condorcet.
f.aplace promeut moins, mais ne tient pas mieux sa promesse;

il assimile, comme Condorcel, l'opinion d'un juge un tirage fait
dans une urine, mais il repousse l'hypothèse d'une probabilité in-
variable.

Laplace suppose toutefois que, dans une mène cause, tous les
juges ont chance égale de se tromper; il admet aussi, supposition
non moins étrange, que cette chunce, l'ouverture des débats,
soit complètement inconnue.

Qu'il s'agisse d'un jury d'expropriation, d'un tribunal de pre-
mière instance, d'une cour d'appe! ou de la Cour de cassation,
d'une question de droit ou d'une question de fait, d'un crime

contre les personnesou contre lo, propriétés, ses formules et ses
chiffres n'en reçoivent aucun changement. Un seul renseignement
ligure dans ses formules le nombre des voir émises en faveur de
chaque opinion. Deux jugements portés à la majorité de cinq
contre Irois se valent, quels que soient les juge,. Si le partage se
fait dans la proportion de sept contre un, celui des juges qui s'est
séparv des sept autres puise, comme eux, dans la presque unani-
mité la munie garantie de sagacité. La chance d'erreur est fi même

pour tous, telle a été la hase du calcul. Ces huit juges puisent
dans la même urne, les boules blanchesy sont en grande majorité.
Si le hasard a mis une houle noire dans Ics mains du huitième
juge, c'est un pur accident il n'en faut rien conclurecontre lui.

Les conséquences de ces hypothèses sont moins assurées, quoi
qu'en ait dit Arago, que la théorie du Soleil.

Dans les tribunaux nn cinq voix sont nécessaires pour unir con-
damnation, la probabilité d'une erreur est et cela quels que
soient les juges.

Si le tribunal est réduit il si\ membres qui ne pourraient con-
damner qu'à la pluralité de quatre voix, la probabilitéd'un*- er-
leur il craindreserait au-dessous de



Dans le jury do douze membres, si (a pluralité exigée pour la
coiidamnutiou est de huit voix sur -doute, la

reur à craindre est £fjjf elle est à peu près si fa ptuirulijtq est, dt;
neuf voix. Dans le cas de l'unanimité, la probabilité, d'une erreur
cst. réduite à j^f-.

Telle serait, suivant le cafcul, la mesure du la sécurité assurée
aux iunoccnts par la loi anglaise.

l'uissou n'accepte pas la soluliun de biplace, il le déclare tinti-
uement.

L« place, dit-il, l'ail une hypothèse (jui uVsl puitu iueoules-
lahlf.

L'insuccès du son maître ne le décourage pas il liiifà
son liiurdes esiicuts exact* sur «les Inpotliùses suns londcinent et
propose le résultat avec lu ini'ine confiance <|u'un lliéoréi le
Géométrie.

\vant i83i, dit-il, et pour lu France i-iitière, la probabilité
i|u'un juré ne sc tromperait pas dans son vole était un peu supé-
ricurc jj- dans Ic cas des crimes cuiitre les |>ih-suiiii<:s, i-i. il peuégale à H dans le cas des crinius contre les propriétés. Sans
distinction de l'espèce de crimes, cette chance était très peu infé-
rieur/! à pour toute la France ut un peu supérieure ù cette frac-
lion pour le département de la Seine.

La probabilité de la culpabilité de l'accusé se trouverait, pour
la France entière, comprisse entre o,j;{ cl o,5.f elle surpa-sc '
dans le cas des crimes contre les propriétés.

IJans les années 'lui ont précédé iS.'h et pour la France en-
tière, la probabilité de l'erreur d'une condamnation prononcé»
la majorité(Il,, sept vu! conlru ciiuj était, ù très peu piï'<.
0, t6ou selon qu'il s'agissait d'un crime contre les personnes
ou d'un crime contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce
de crime, elle avait pour valeur o,o(i.

(,)ue faut-il croire de tout cela?
Absolument rien.
Poisson, connue (!ond»rci-l cl comme Laplacc, assimile les ju-

rés il des urnes. Comme Laplacc, il suppose la probabilité la même



[mur tous ceux qui jugent une môme cause; comme Condorcet,il
fii suppose ('gale pour toutes les causes.

Il déclare formellement, il est vrai, ces hypothèses inaccepta-
bles; elles n'en sont pas moins fa- base de sescalculs: il croit tout
concilier en substituant dans les énoncés ce qu'il appelle unepro-
halulili- moyenne à la constante introduite dans les démonstra-
tions, erreur de principe moins excusable peut-être que les hypo-
thèses les plus hasardées.

Si, sur douze jurés, sept ne se trompent jamais i?t cinq se
trompent toujours, la probabilité moyenne d'erreur sera Kilo
le sera aussi si chaque juré tire sa décision bonne ou mauvaise
dans une urne contenant cinq boules noires et sept Manches. Le
jury cependant, dans le premier cas, ne se trompe jamais; les
boules noires, dans le second cas, seront souvent en majorité.
Poisson dans ses calculs ne distingue pas les deux hypothèses.

L'une des formes les plus étranges de l'illusion, dont on fait
honneur a Condorcet, a été proposée par Coiirnoi. Il déduit des
formules par un calcul très exact le mérite des trois juges qui
composent un même tribunal, non seulement te mérite relatif,
mais le mérite absolu, ln probabilité pour chacun d'eux de ne pas
se tromper dans une cause qui leur est soumise. Un Il peine il

comprendrequ'un tel résultai n'ait pas mis en défiance un esprit
rigoureux, et subtil.

Le tribunal se compose de trois juges. Trois inconnues seule-
ment sont a déterminer.Cournot, qui fait un pas vers la réalité,
en supposant aux juges une sagacité illégale, leur attribue la même

chance d'erreur dans toutes les causes qui leur sont soumises,
croyant, comme Poisson, obtenir par celte singulière hypothèse-

ce qu'il nommeune /ii-obtibitilt moyenne; il suppose en outre, et
c'est fil la moins acceptable! de ses erreurs, la chance de bien juger
indépendante, pour chaque juge, de celle des deu\ autres. Si
chaquejuge se trompe une fois sur quatre, ils se tromperont tous
les trois ensemble une fois sur soixante-quatre.

C'est se placer trop loin de la vérité pour que l'application des
formules puisse donner même une grossière approximation.Que



t'en veuille faire ou non la fiction contraire, quand un juge se
trompe y y a potircelu des raisons Il n'a pas réellement mis la
main dans une urne ou le hasard t'a mal servi. Il a ajouté foi à un
faux témoignage, le concours fortuit de plusieurs circonstancesa
éveillé à tort sa défiance, un avocat trop habile l'a ému, de hautes
influences peut-t;tre l'ont ébranlé. Ses collègues ont entendu les
mêmes témoins, on les a instruits des mêmes circonstances,le
même avocat a plaidé devant eu\, on a tenté sur eux la même
pression ta chance d'opiner dans le un? nie sens u'est aucunement
comparable à celle de tirer trois boules de même couleur dans
trois tirages indépendants les uns des autres.

Si, camme le demande très sérieusement Cournot, on invitait
le greffier à noter, après chaque jugement, l'opinion de chacun
des juges, pour appliquer, quand Ics chiures seront nombreux, la
formule qui donne leur mérite, ta perspicacité de chacun étant
contrôlée par celle de ses deux collègues, le juge le mieux noté de
France sérail celui qui, sans discuter ni réfléchir, volerait tou-
jours comme son Irésidcnt s'il faut en croire la formule, un tel
juge ne se trompe jamais.

Ai Cournot ni Poisson n'ont commis la plus petite faute connue
géomètres; ils traduisent rigoureuscmentleurs hypothèses. Mais
les hypothèsesn'ont pas le moindre rapport avec la situation d'un
accusé devant les juges.

Ils ont aperçu les différenceset croient, en les signalant, acqué-
rir le droit de n'en pas tenir compte.

Poisson, qui, comme Condorcet, a consacré la théurie des ju-
gements un volume entier rempli des plus savants calculs, croit
atténuer les objections qu'il ne pouvait manquer d'apercevoir, en
altérant, dans ses énoncés, la signification du mot coupable. On
rendrait, dit-il, le langage plus exact en substituant le mot ra/i-
damnuble, qui est toute la vérité, au mot coupable qui avait Le-
soin d'explications et que nous continuerons d'employer pour
nous conformer l'usage.

L'innocent, accablé sous des indices trompeurs ou victime de
machinations trop lmbilcs pour qu'aucunjuge puisse les soupçon-



tiec, est un accusé condaniiiuLle.. Vohson,pouf ne cotifitrnun- ci.

l'usage, le classe parmi les coupables. L'erreur unanime des

juges dcvient alors une preuve de sagacité dont l'Algèbre leur tient

compte en évaluant leur mérite avec son infaillible précision.
Dans cette suite de calculs stériles,qui resteront, comme Ta dit
justement Stuarl Mill, le scandale des Mathématiques, Condurcet
seul a donné un sage conseil celui de choisir pour composer les

assembléesdes hommes véritablementéclaires.
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